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一 一 正 因为 是 漫画 所 以 可 以 轻松 理解 一 


此 刻 ， 翻 开 这 本 书 的 您 ， 我 想 一 定 属于 下 列 中 的 两 种 类 型 之 一 。 第 一 类 ， 十 足 的 漫 
画 迷 。 这 类 读者 一 定 会 想 “ 通 过 漫画 来 学 习 微 积分 会 是 一 种 什么 样 的 感觉 呢 ， 真 令 人 期 
待 ”。 如 果 我 们 说 的 正 是 您 ， 那 就 请 您 赶紧 去 付款 吧 ! 这 本 书 绝对 不 会 令 您 失望 。 作 为 
一 本 “漫画 书 ” 来 讲 ， 这 本 书 是 十 分 有 趣 的 。 它 是 由 当红 漫画 家 十 神 真 作画 ， 并 且 由 专 
业 的 漫画 制作 公司 Becom 为 其 编写 的 剧本 。 另 外 ， 本 书 还 曾 被 漫画 杂志 刊载 ， 其 品质 毋 
庸 置疑 。 如 果 您 曾经 跟着 《美味 大 挑战 》 学 做 菜 、 在 《棋魂 》 中 迷 上 过 围棋 、 在 《危险 
调查 员 》 中 对 考古 学 萌发 了 兴趣 的 话 ， 那 么 您 一 定 也 会 因 这 本 书 而 喜欢 上 微 积分 的 。 

“ 话 虽 如 此 ， 但 是 一 本 漫画 数学 书 又 能 有 趣 到 哪里 去 呢 ? ”或 许 您 会 心 存 这 样 的 
疑虑 。 没 错 ， 实 际 上 ， 最 初 从 欧姆 社 的 编辑 那里 听 到 关于 这 本 书 的 构想 时 ， 我 婉言 谢绝 
了 。 想 想 市 面 上 的 那些 “漫画 X X 学 ” 虽 有 漫画 之 名 ， 实 际 上 要 么 就 只 是 塞 满 了 插图 ， 
要 么 就 只 是 将 图 画 得 很 大 ， 多 为 徒 有 其 名 、 令 人 失望 的 东西 。 但 是 ， 看 过 样 书 (欧姆 社 
的 《漫画 统计 学 》) 之 后 ， 我 的 想法 便 发 生 了 转变 。 该 书 同 之 前 所 说 的 那些 书 有 所 不 
同 ， 因 为 它 即使 仅 作 为 漫画 来 读 也 是 非常 有 趣 的 。 它 并 不 单单 只 是 通过 插图 来 进行 说 
明 ， 它 还 是 一 部 叙事 性 漫画 书 。 编 辑 说 我 们 的 这 本 书 也 同样 走 叙事 性 漫画 的 路 线 ， 既 然 
如 此 ， 我 也 就 决定 答应 下 来 了 。 实 际 上 ， 本 人 很 早 之 前 就 有 “用 漫画 的 方式 进行 教学 ” 
的 想法 ， 而 现在 正好 是 一 个 进行 尝试 的 好 机 会 。 正 因为 这 样 ， 我 们 保证 您 越 是 对 漫画 有 
所 挑 吻 ， 这 本 书 就 越 会 令 您 享乐 其 中 。 

另外 一 类 会 翻 看 本 书 的 人 的 想法 可 能 是 “对 微 积 分 感到 头痛 ， 甚 至 恐惧 ， 不 过 或 许 
漫画 可 以 解决 这 一 问题 ”。 如 果 您 属于 这 类 人 的 话 ， 那 么 现在 我 要 说 : “ 没 错 ， 您 的 直 
觉 是 对 的 ， 您 是 一 个 非常 幸运 的 人 。” 这 本 书 正 是 一 本 为 那些 对 微 积分 无 从 下 手 的 人 配 
备 了 各 种 训练 方法 的 书 。 总 之 ， 且 不 说 这 本 书 是 “通过 漫画 进行 讲解 ”的 ， 单 就 微 积分 
的 “教学 方法 本 身 ” 而 言 ， 也 是 同 以 往 的 书籍 有 着 本 质 差异 的 。 

首先 ， 本 书 提出 了 “ 微 积分 的 实际 用 途 是 什么 ? ”这 一 问题 。 但 这 个 问题 车 只 局 
限于 “极限 ” (数列 极限 -a 理论 ) 的 教学 方法 的 话 是 很 难 搞 清楚 的 。 如 果 不 能 清楚 地 
知道 微 积分 是 用 来 做 什么 的 ， 也 就 不 能 很 好 地 理解 微 积分 ， 仅 仅 使 用 它 ， 是 远 远 不 够 
的 。 最 后 只 会 落得 个 “ 靠 死记 硬 背 过 关 ” 的 无 奈 结果 。 本 书 在 谈论 “极限 ”问题 时 ， 便 
仅 限 于 极限 ， 而 所 有 公式 都 以 “一 次 近似 ”作为 基本 思路 。 您 一 定 会 觉得 这 些 “ 公 式 的 
含义 ”很 容易 理解 ， 并 且 完全 能 够 将 它们 图 像 化 。 而 且 ， 这 个 教学 方针 的 改变 ， 使 得 从 











微分 到 积分 的 学 习 变 得 更 为 顺畅 ， 并 且 能 够 以 最 短 的 时 间 完 成 这 一 过 程 。 再 进一步 讲 ， 
就 是 像 三 角 函数 、 指 数 函 数 的 微 积分 这 部 分 ， 以 前 ， 总 是 听 得 糊 里 糊涂 ， 感 觉 很 困难 ， 
但 现在 它 也 被 作者 原创 的 方法 攻克 了 ， 这 些 方法 在 一 般 的 教科 书 上 是 没有 的 。 此 外 ， 这 
本 书 甚至 连 泰勒 级 数 展开 和 偏 微分 都 讲 到 了 ， 同 以 往 已 出 版 的 漫画 刊物 相 比 内 容 更 为 丰 
富 ， 这 也 正 是 本 人 的 得 意 之 处 。 最 后 ， 作 为 补充 ， 微 积分 也 会 在 其 应 用 时 的 老 搭档 一 一 
物理 学 、 统 计 学 和 经 济 学 三 个 领域 中 出 现 ， 本 书 给 出 了 很 多 “特别 适合 用 微 积分 ”的 学 
习 材 料 。 由 于 以 上 种 种 ， 微 积分 对 您 来 说 已 经 完全 不 再 是 痛苦 的 事情 了 ， 您 应 该 会 觉得 
它 是 一 件 便利 的 工具 吧 。 

请 原谅 我 的 固执 与 嘴 胃 ， 我 还 是 认为 以 上 所 说 的 这 些 效果 “ 正 因为 是 漫画 才 可 
能 做 到 ”。 请 您 仔细 想 想 看 ， 为 何 读 一 本 漫画 所 获得 的 信息 量 会 比 读 一 本 小 说 得 到 的 
还 要 多 。 其 原因 是 ， 漫 画 是 可 视 化 的 数据 ， 进 一 步 说 就 是 “动画 ”。 而 对 于 微 积分 来 
说 ， 它 本 身 就 是 “记述 动态 现象 ”的 数学 。 因 此 ， 使 用 漫画 进行 教学 的 确 是 一 个 非常 
恰当 的 选 题 。 

那么 ， 就 请 您 翻 开本 书 去 体会 漫画 和 数学 之 间 的 绝妙 组 合 吧 ! 


小 岛 宽 之 
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本 故事 纯 属 虚构 。 与 真实 的 人 物 、 机 构 名 称 无 任何 关系 。 
此 外 ， 书 中 的 图 和 表 是 为 了 便于 理解 本 书 的 内 容 ， 同 实际 的 数值 也 有 所 差异 - 
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| 展 访 报 社 


我 …… 引 间 和 来 






虽然 只 是 地 方 性 报纸 ， 
而 且 还 是 个 分 社 ， 


不 管 怎么 说 ， 
毕竟 也 是 一 名 记者 呀 。 


















































是 找 算 田 镇 分 社 吧 ? 
那 你 完全 弄 错 了 。 





































































不 村 ji 
然 是 分 社 ， 但 这 里 也 是 
不 可 以 气 馈 只， 来 子 ! 副 其 实 的 下 访 报社 


分 社 嘛 ， 也 是 没有 办 法 
的 啊 。 
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你 是 今天 来 
报到 的 新 人 吗 ? 
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这 里 可 是 个 好 地 方 啊 ! | 
有 适合 思考 问题 
的 理想 环境 。 


茉 个 享 实 和 其 他 事实 
存在 着 一 定 的 联系 。 





不 了 解 这 个 的 话 ， 
就 不 能 做 出 
真实 的 报道 。 





思考 














































































































机 
引 间 小 姐 





是 文科 生 吧 ? 
是 的 ! 
从 高 二 开始 
7 就 一 直 学 文科 了 。 





























































































































函数 说 到 底 就 是 用 来 描述 
“关系 ”( 或 “因果 ”) 
“变化 ”或 者 “单位 变化 ” 
的 工具 。 








一 件 事 变 成 了 这 样 ， 使 
得 另 一 件 事 变 成 了 那 
样 。 所 谓 函 数 ， 说 的 就 
是 事物 间 的 相关 性 。 

Wi 世事 本 身 就 是 
一 个 函数 ! 





说 到 “因果 ”， 
从 结果 探 完 原因 
不 正 是 记者 精神 
的 所 在 吗 ? 








































































































































































































































































































函数 经 常用 
式 子 p=/ (x) 
进行 表示 ， 


把 x 当成 青蛙 ， 把 
青蛙 放 进 一 个 叫做 扩 
的 金子 中 ， 变 换 一 
下 ， 就 能 出 来 一 只 
叫 了 的 二 时 。 


是 英语 中 表示 函数 的 
单词 function 中 的 f， 
function 是 “功能 ” 
或 者 “作用 ”的 意思 。 


























就 是 使 用 [给 x 施加 某 种 
规则 或 关系 ， 进 而 推导 出 y。 


实际 上 ， 用 什么 样 的 
字母 表示 都 是 可 以 的 








这 种 情况 下 ， 
/表示 的 就 是 











“ 素 "与 “ 子 "的 
关系 或 规则 。 


Nt 


例如 ， 收 入 和 消费 
之 间 的 关系 ， 也 能 
够 看 作 函 数 。 


奖金 增加 的 话 ， 
商场 的 营业 领 
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这 么 说 的 话 …… 
XX 是 鸡 的 话 ， 
J 就 是 小 鸡 锥 哮 。 


声速 和 气温 也 可 以 
用 函数 表示 ， 每 上 
升 1C， 迷 度 就 会 


山 的 高 度 和 气温 
也 一 样 ， 每 上 升 
100m， 温 度 就 会 
下 降 约 0.5%C。 
































说 不 定 什么 时 候 就 会 用 到 了 。 


加 
二 
可 
网 
| 
刘 






































在 


虽然 这 里 是 分 社 ， 
还 请 你 














" 那个 …-… 
送 外 卖 的 人 已 经 来 
了 啊 ! 我 的 鸡肉 加 
妥 盖 饭 在 哪儿 ? 























还 没 到 啊 ……… 
到 了 之 后 
再 叫 我 起 来 吧 … 


咬 路 
还 没 到 有 ! 
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加 表 1 函数 的 特征 









温度 为 xC 时 , 星 昱 1 分 钟鸣 叫 的 次 数 为 y( 次 /分 )。 
温度 为 xC 时 , 旺 蝉 1 分 钟鸣 叫 的 次 数 ?( 次/ 分) 大 约 
可 以 表示 为 

?=8 (x)=7x-30 





1 | 《这 里 我 们 使 用 g (x) 试 试看 ) 
x=30C 7X30-30 


因此 1 分 钟鸣 叫 180 次 


在 温度 为 xYC 的 空气 中 , 声速 y(m/s) 可 表示 为 
y=v(x) =0.6x+331 

温度 为 15'C 时 ， 

y=v(15) =0.6X15+331=340(m/s) 

温度 为 -5C 时 ， 

y=v (-5) =0.6X (-5) +331=328(m/s) 





















将 华氏 温度 x( 下 ) 变 换 为 摄氏 温度 y('C) 


元 /的 -5-3 


' 


x=50F 3(50-32) —>10C 


“4 












计算 机 采用 经 过 二 进 制 法 (0，1) 处 理 后 的 信息 ， 
比特 所 表示 的 信息 量 为 y, 则 


p=b(x)=2° 


《第 4 章 第 130 页 中 所 采用 的 7 





画 成 图 形 的 话 ， 
就 是 指数 函数 。 
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2005 年 x 月 A 公司 的 股票 价格 





300 


0 从 J=P(x) 的 图 形 





虽然 不 能 用 一 个 已 知 的 式 子 表示 P(x)， 但 它 也 是 函数 。 
到 了 7 月 才能 画 出 y=P(6) 的 图 形 。 
要 是 在 5 月 间 就 知道 y=P(6) 的 话 ， 那 可 就 要 发 大 财 了 !! 


函数 组 合 在 一 起 之 后 称 为 “复合 函数 ” 。 我 们 能 够 通过 复合 
函数 将 因果 关系 扩展 到 更 广阔 的 范围 。 








x 10) 一 [8 ]- 8UV0)) 所 DDN/ 和 g 的 复合 函数 。 























1. 求 出 温度 为 华氏 x 下 时 ， 蚂 蜂 1 分 钟鸣 叫 的 次 数 z 次 /分 。 
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第 1 章 
微分 就 是 将 函数 化 繁 为 简 







































































1 日 局 好 叭 ! 
今天 的 工作 结束 了 。 
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引 间 小 姐 ， 乔 后 二 
局 壁 六 好像 工作 入 来 了 eo 
下 下 过 不全 的 还 没 到 中 午 有 1! 
意大利 区 厅 ， oe 
我 们 去 试 试 某 吧 ? KS 
有 只 一 
意大利 莱 ， 
我 最 豆 欢 啦 ! 
| 
| 这 里 是 分 社 ， 
| 经 常 是 这 个 样子 ! 
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虽然 是 很 俗 赛 的 报 
道 ， 但 也 不 要 含 卉 
啊 ! 人 生 的 微妙 之 














幸 无 人 受伤 


算 田 镇 的 西瓜 参加 县 内 评比 







可 是 我 起 做 的 是 
政治 、 外 交 、 


世界 经 济 …… ee 


实时 动态 报道 ! 


Wn 


























不 管 怎么 说 ， 
就 是 不 喜欢 
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首脑 会 谈 哪 会 


在 这 里 ， 
时 间 都 好 像 
静止 了 。 


引 间 小 姐 
只 要 积极 地 做 
好 这 里 的 工作 


我 会 让 你 得 到 
充分 地 外 炼 ， 
达到 在 总 社 
工作 的 水 平 。 


对 了 ， 你 认为 以 


二 一 依 我 看 来 ， 还 是 
日 本 的 经 济 形势 3 和 下 有 通货 时 六 的 倾 
来 看 通货 条 编 全 i | pe 
持续 吗 ? mh; fn 
ls sy 


MW = 


政府 曾 多 次 说 过 
经 济 日 渐 复苏 。 





可 是 ， 在 复苏 光头 
出 现 之 前 ， 需 要 耗 
费 相当 长 的 时 间 。 


首先 ， 作 为 记者 ， 最 
重要 的 是 再 清 你 想 知 
道 的 事情 是 什么 。 





然后 ， 在 探求 想 知道 的 事情 
时 ， 将 其 近似 成 便于 理解 的 函 
数 ， 那 样 事物 就 会 显现 出 来 ! 














a>0 a<0 
变 成 通货 膨 联 持续 通货 紧缩 
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那么 ， 


接 下 来 的 事 
到 了 意大利 餐厅 
再 说 吧 ! 











































































































增 井 先生 ! 
这 里 拜托 你 
了 ， 少 吃 点 堆 
食 何 ! 























说 到 零食 ， 
你 知道 那个 
出 了 一 本 畅 
销 疫 身 书 的 
男 艺人 KK 吗 ? 
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的 那样 ， 体 重 
的 增加 正在 放 





那么 ， 经 纪 公 司 
想 知道 什么 呢 ? 


可 以 近似 为 
y=ax tbxt+e 


kg 


1 





1 1 1 1 | 1 | 1 
| gE 98 108 118 128 1 gE 98 1068 1B 1 
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这 就 是 说 ， 如 果 
4 为 正 值 的 话 ， 
就 是 加 速 变 用 ; 
4 为 负 值 的 话 ， 
就 是 速度 放 缕 。 


机 ! GOOD ! 
就 是 这 个 意思 。 


对 了 ， 
想 知 道 
这 些 之 路 的 
斋 曲 程度 吗 ? 
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了 瞧 ， 路 上 弯曲 的 
地 方 可 以 暂时 看 
成 是 站 径 为 及 的 


p= Ra)i+tb 
((x—a)’+ (y—6b)’=R’) 
近似 为 以 (a, 5) 为 园 心 ， 

及 为 半径 的 加 约 。 





be 
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那里 就 是 
我 们 的 目的 地 ， 
意大利 餐厅 。 
不 过 …… 

























































































然后 
用 一 把 大 刀 
意 利 大 餐厅 将 这 条 路 切 开 。 
P 事故 现场 了 
NN = 
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1 


从 


意大利 餐厅 





将 y=x 在 x=-2 处 近似 成 一 次 
函数 ， 便 有 J=8CO=4x-4 通 
过 这 个 式 了 于 ， 就 可 以 知道 这 
山坡 的 斜 度 。 


咀 ， 增 井 先 生 吗 ? 
出 了 点 麻烦 ， 
请 您 过 来 

帮 帮 忙 吧 ! 


1 原因 见 第 29 页 . 
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亿 P 地 点 的 斜率 


现在 以 P 处 为 例 ， 它 就 
相当 于 水 平方 向 上 推进 
1km， 高 度 就 上 升 4km 的 
坡 ( 实 际 上 并 不 是 这 么 陡 
的 坡 ) 。 


要 是 想 知道 分 社 社 
长 的 大 脑 中 在 想 些 
什么 ， 要 怎样 近似 
才 好 啊 ? 





误差 率 的 概念 也 很 
重要 ， 所 以 在 等 候 
救援 的 期 间 先 来 讲 
讲 它 吧 ! 





EPE 


所 谓 误差 率 就 是 以 x 
为 起 点 进行 变化 时 
(中 和 g(W) 的 值 之 
间 的 差异 ， 占 的 变 
化 重 的 百分比 。 也 就 
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把 我 们 所 在 地 点 的 工 值 看 做 
是 2， 把 到 那 边 的 拉面 馆 之 
间 的 距离 看 做 是 0.1。 


接 下 来 ， 
[x=2 = x=2.1] 把 我 所 在 的 位 置 
只 是 改变 了 0.1。 


f(D)=27:44 
glQ.) =4x2.1-4=4.4 


所 以 ， 
《差异 量 )= (误差 ) = 
JC.D-g(C2.D=001 


误 关 率 = OIC-109) 
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区 =2 一 x=2.01] 
改变 了 0.01。 


误差 lo- 00-4040I- 404- 0000 


误差 率 


po = 0.0| 
=:[1%)] 


9 


拉面 馆 
的 误差 率 
变 小 了 啊 ! 


则 


也 就 是 说 ， 

离 事故 现场 越 近 ， 
用 g(x) 近似 f(x) 
的 效果 就 越 好 。 





4.41 





4.0401 


0.0001 





4.004001 











0.000001 
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这 是 理所当然 
的 事情 啊 ! 
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厉害 咋 ! 
这 不 是 已 经 
理解 微分 系 
数 了 吗 ? 





对 啊 ， 
你 就 直 说 好 了 1! 今天 的 就 餐 地 点 
我 们 的 午 半 改 在 离 P 点 较 近 
改 在 拉面 馆 了 1!! 的 拉面 馆 吧 。 








































































































































































































。 所 谓 近 似 成 一 次 函数 ， 就 是 令 原 函数 的 误差 率 局 部 为 0 
的 情况 。 

。 所 以 ， 在 讨论 局 部 性 质 时 ， 便 可 以 使 用 一 次 函数 来 蔡 代 
原 函 数 进 而 推导 出 正确 的 结论 。 

“具体 计算 请 参见 第 39 页 。 














唉 ， 本 来 是 起 吃 意 大 
利 交 的。 不 过 ， 拉 面 
Fs 











引 间 小 姐 ， 你 无 意 间 看 到 
的 电视 广告 的 费用 与 效果 
也 是 可 以 通过 刚刚 的 近似 
计算 方法 计算 出 来 的 哟 ! 


哦 ? 
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那么 ，S 公司 的 董事 为 了 提 

高 该 公司 畅销 商品 的 利润 ， 
折 说 过 饮料 的 生产 是 要 增加 还 是 要 减少 广告 
大 户 S 公 司 吧 ? 的 播 出 时 间 呢 ? 


话说 回来 ， 在 我 们 总 社 的 时 
候 ， 业 人 一 个 人 就 能 搞定 这 


饮料 生产 大 户 S 公 司 每 个 月 
电视 广告 的 播放 时 间 设 为 x 小 
时 ，x 小 时 的 广告 所 带 来 的 
商品 销售 额 的 利润 可 以 表示 为 
JC9=20Vx 亿 日 元 。 
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现在 ，S 公司 一 个 月 
累计 播放 广告 4 小 时 。 


这 里 ， 依 照 广告 播放 合 
约 ， 每 分 钟 1000 万 日 元 。 


那么 ， 新 就 任 的 董事 
重新 考虑 了 广告 的 播 
放 时 间 。 


他 会 增加 广告 的 播放 
时 间 ， 还 是 减少 广告 
的 播放 时 间 呢 ? 


由 此 可 知 ， 
J(0)=20V4=40 ， 
所 以 可 以 带 来 

40 亿 日 元 的 利润 。 


每 分 钟 广告 =1000 万 日 元 


了 (=20Yx 亿 日 元 
每 分 钟 广告 =1000 万 日 元 
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全 部 用 一 次 函数 还 不 行 ， 还 
fw 二 需要 在 目前 的 播放 时 间 x= 4 
这 里 的 (CD =20VK 小 时 附近 进行 近似 。 
亿 日 元 是 一 个 复杂 的 函 
数 ， 所 以 就 用 一 次 函数 
进行 近似 ， 再 大 致 地 进 
行 估算 ， 来 试 试看 吧 ! 


过 点 尸 (4, 40) 
画 出 函数 
J=JCO=20Vx 
图形 的 切线 。 


对 于 f(x)=20V x 来 说 /'(4) 为 





NAre)N4) MNAF a0 0 Ne NO +2) 
有 要 2 x(/4+e +2) 


— () 





4+E-4 
0 
E(4+E +2) 44+E+2 


当 s 一 0 时 ， 分 母 -J47E+2 一 4, 于 是 ( 女 ) 一生 =5 
所 以 ,近似 一 次 函数 g(x)=5(e- 和 +40=5x+20。 





1. 切线 的 计算 〈 也 可 以 参见 第 39 页 中 导 函 数 的 讲解 内 容 ) - 
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如 果 x 变 化 得 太 大 ， 比 如 像 
1 小时， 那么 f(x) 和 g(x) 
就 会 相差 其 远 ， 这 样 的 近似 
也 就 没 意 义 了 。 实 际 上 ， 即 
便 是 广告 的 播放 时 间 要 有 所 
增 减 ， 那 也 是 少许 的 一 点 点 
时 间 而 已 。 


广告 党 要 花 掉 
6X0.1-0.6 亿 日 元 


比方 说 ， 考 虑 增 减 6 分钟 
Wy J EE (=0.1 小 时 )， 这 种 变化 程 


| 


度 比较 小 的 情况 下 ， 误 差 
率 也 会 比较 小 ， 那 么 这 个 
近似 才 会 有 效 。 


这 样 的 话 ， 
增加 6 分 钟 
利润 大 约会 增加 
5X0.1=0,5 亿 日 元 。 


在 x=4 小 时 附近 ， 
将 (x) 大 致 看 做 
g(x)=5x+20。 


8 (xX) 中 尺 的 系数 为 5， 

表示 播放 时 长 每 增加 1 小时， 

就 会 带 来 5 亿 日 元 的 收入 。 没 错 ! 但 是 播放 时 长 增 
所 以 ， 如 果 仅 仅 变化 加 6 分 钟 ， 相 应 的 广告 
6 分 钟 (=0.1 小 时 ) 的 话 ? 费用 会 增加 多 少 呢 ? 


反 过 来 说 ， 少 播放 
6 分 钟 广告 就 损 
失 约 05 亿 日 元 利 
润 不 过 就 不 用 
支付 0.6 亿 日 元 的 
广告 费用 。 这 么 说 





做 出 了 减少 广告 播放 时 间 的 决定 ! 尺 



































































































































































































































































































































































































可 是 
如 此 说 米 ， 在 现实 社会 中 ， 
人 们 会 在 商务 、 生 活 等 诸多 您 方才 说 的 ， 在 我 们 总 
场合 中 使 用 到 函数 了 。 社 能 解决 这 样 的 问题 的 
人 …… 会 是 谁 呢 ? 


























无 论 是 有 意 也 好 ， 
无 惠 也 村 部会 出 现 
这 种 情况 的 。 
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本 以 为 解决 了 这 个 问题 ， 
我 也 就 成 为 干劲 十 足 的 媒体 ”| 上 





真 可 恶 ! 
我 不 会 输 给 你 的 一 一 








增 并 先生 1 、 
再 用 力 抬 啊 ! 这 和 分 社员 工 
你 不 是 干劲 十 足 的 仙人 信 半生 机 2 
分 社员 工 吗 ? WY 
Ng [全 by 
8 的 / 
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求 出 在 x=a 处 ， 用 来 近似 函数 /(x) 的 一 次 函数 g(x)=kx+1。 








只 要 求 出 斜率 就 可 以 了 。 


g(x)=k(x-a)+f(a) ( 当 x=a 时 ，g(x) 同 f(a) 的 值 相同 )……@) 
接 下 来 ， 先 将 x 的 值 从 a 改变 到 a+ ， 再 计算 一 下 误差 率 。 


(改变 后 的 /与 g 的 差异 ) 
从 x=a 开 始 的 改变 量 


f(ate)-g(ate) 
一 一 一 一 一 


(误差 率 )= 





flate)-(ket+f (a)) glate)=k(ate-a)+/(a) 
€ =ke+f(a) 








eta .0 趋 过 于 0 时 ， 误 差 素 
St 也 趋 近 于 0 





k= im LO ciaFon, L(+) /0) 
> 时 的 值 趋 近 于 大 


in 所 表示 的 意思 是 ， 求 出 e 赵 近 于 0 时 式 子 的 人 | 
根据 这 个 进一步 可 以 得 出 如 @ 所 示 的 gCx)， 也 就 是 xz) 的 近似 函数 。 
上 被 称 为/ (x) 在 *=a 处 的 微分 系数 。 








lim /+e )-7 (2) | ,jy 图 形 上 各 个 点 (a, f(a) 切线 的 斜率 记 作 f， 


e+0 








即 在 /上 加 一 个 撒 号 : 
了 (a) 就 是 y=f(x) 在 x=a 


处 切线 的 斜率 。 








，，， ”Jare)-1(O) 
f(a)= lim 人 





这 里 可 以 改 为 x 


| 


也 可 以 将 了 "看 作 是 x 的 函数 ， 所 以 也 可 以 说 成 “由 函数 / 








导出 的 函数 ， 即 函数 7 了 的 导 函 数 "。 
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r@ 小 结 @ 一 一 
“ 微 积分 中 进行 极限 计算 的 ， 仅 仅 是 误差 公式 。 
“极限 是 用 来 求解 微分 系数 的 。 
“微分 系数 ， 就 是 所 给 出 点 的 切线 的 斜率 。 
微分 系数 就 是 变化 率 。 
CO) CCD 在 x=a 处 的 微分 系数 ) 通 过 i 一 /75) 0) 进行 计算 。 


8g()= 放 (qa) (x-q)+/(a)， 就 是 f(x) 的 近似 一 次 函数 。 
用 来 表示 了 (x) 上 点 (x, f(x)) 切 线 的 斜率 的 1"(x) 由 f() 导 出 ， 所 以 称 为 1(x) 的 


导 函 数 。 
此 外 ， 由 y=f(x) 求 解 导 函 数 六 (x) 的 过 程 称 为 微分 。》=7(9 的 导 函 数 的 符号 ， 
除 /xz) 外 ， 还 可 以 使 用 如 下 形式 ; 


DE 
人 f0) 


¥ dr dx 
OS 和 








Ce 


(1 求 常数 函数 (x) =@ 的 导 函 数 。x =a 处 的 微分 系数 为 


TS 





| lim f(ate)-f(a) i :WE 
lim0=0 


因此 , f(x) 的 导 函 数 为 1"(x)=0 
(2) 求 一 次 函数 f(x) =ax+B 的 导 函 数 。x = a 处 的 微分 系数 为 
lim_ /fate f(a) jm Cth (a0+P) 
和 E 


or 


= lima=@ 
0 


因此 , f(x) 的 导 函 数 为 /1(x)=@ 











1. 常数 函数 :Constant Function。 
2. 一 次 函数 :Linear Function。 
3. 二 次 函数 : Quadratic Function。 
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(3) 漫画 中 出 现 过 的 函数 (xz) = 产 的 导 函 数 通 常 这 样 求 。x=a 处 的 微分 系数 为 ; 





lim flate)-f(a) a (ate) -oa = 2ae+te’ 
E Er0 £ em0 EE 


= lim (2ate) =2a 
e=0 





于 是 ， 在 x=a 处 的 微分 系数 为 24， 记 作 : f(a) =2a。 因 此 ,f(x) 的 导 函 数 为 
f(x)=2x。 





， 近 于 0。 
.GD) 求 K5)，。 GO) 求 7G)。 
2. 已 知 /ao = 台 ， 求 导 函 数 Po 。 















dd 
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MOTO OT 


| KK 

















































































































那 可 是 一 家 著名 的 公司 啊 ! 


会 吧 !1! 
〇 公司 


条 令 人 震惊 的 消 


真是 一 
1 
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引 间 小 姐 不 是 
一 直 部 起 采访 
这 种 重大 的 事件 吗 ? 











咀 咀 ! 

关 社 长 ， 你 们 
在 总 社 的 时 候 
不 是 也 要 捕捉 
如 此 劲 于 的 
独家 新 闻 吗 ? 













































































































































































有 不 少 漏 报 、 误 报 
的 情况 ， 也 有 因为 
写 错 委 询 电话 而 写 
道 娄 公告 的 情况 。 





当然 !! 

















我 明白 ， 你 想 在 
报刊 传媒 业 大 展 
举 脚 ， 不 过 还 是 
要 重视 基础 啊 ! 
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此 外 ， 千 万 不 要 


我 个 人 认为 ， 还 是 





不 懂 装 懂 。 
要 从 普通 大 众 的 视 
角 看 待 问题 。 不 管 是 什么 问题 ， 
只 要 是 不 懂 的 就 增 并 虽然 还 年 轻 ， 
尽量 避免 过 多 地 使 要 调查 或 请 教 。 但 是 他 的 调查 能 力 
用 专业 术语 ， 


还 是 很 出 众 的 。 





因为 那样 是 没有 水 平 
的 做 法 。 


























我 地 对 不 会 
1 不 性 装 性 的 
Sr 
不 过 
反 汪 断 法 
是 为 什么 
而 建立 的 呢 ? 
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这 个 ， 呢 …… 
你 知道 公平 交易 委员 会 吧 ? 
就 是 监督 公司 或 商店 是 否 
存在 有 碍 公平 竞争 的 行为 
的 部 门 。 


公司 或 者 商店 都 在 努力 地 
为 消费 者 提供 质量 更 好 、 
价格 更 便宜 的 商品 。 


这 样 就 会 导致 公司 或 
商店 在 商品 的 品质 和 
价格 上 进行 竞争 。 


实际 上 ， 此 处 的 反 玖 断 法 
也 需要 用 到 微分 。 在 此 
我 先 来 讲 一 下 “电梯 ”。 


如 果 有 些 人 进行 不 择 手段 的 竞 
争 ， 就 会 出 现 干扰 公平 竞争 的 
情况 。 那 么 ， 对 于 消费 者 来 
说 ， 是 非常 不 利 的 。 公 平 交易 
委员 会 就 是 负责 监管 ， 以 避免 


因为 要 用 到 和 的 
微分 公式 ， 请 你 
一 定 要 记 住 它 。 





我 们 已 经 了 角 
公式 2-1 | 和 的 微分 公式 人 
iD= CO+ g(r) 时 , 


he)= 7/") + g'0) 











fw Toa + fu) 一 0 


gOWR 9 UA- + 9(Q) —® 


将 四 和 加 代入 
AGO=7CoO+SgGC9 
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J 


现在 ， 假设 增 井 
正 走 在 普通 的 人 
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从 出 发 点 0 处 开始 测量 ， 

小 时 之 后 ， 
增 间 在 x 小 时 后 所 移动 的 到 站 了 位 半 
距离 为 f(x)km。 


4 小 时 后 ， 
增 间 移动 到 了 
A 地 点 。 


所 以 ， 在 x-a 是 这 样 的 ， 没 错 ， 
这 段 时 间 里 ， 》 不 过 那 又 能 怎样 呢 ?| 
增 间 从 A 移动 到 P。 





关 社 长 ， 
把 这 段 移动 时 间 这 式 子 的 左边 是 
-4 看 做 是 (移动 距离 ) 坟 (移动 时 间 ) 


很 短 的 时 间 。 


没 错 ， 也 就 是 说 f'(a) 
表示 的 是 增 并 经 过 点 人 A 
时 的 速度 。 


Wee AG) 


a 近似 


~ f (9) 
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那 就 是 说 ， 对 表示 距离 的 函 
数 f(x) 进行 微分 ， 就 可 以 
得 到 迷 度 。 


» 


总 
WN 
6 


6 


电梯 x 分 钟 内 移动 f(x)m， 
在 这 个 电梯 上 测量 ， 增 并 
尺 分 钟 移动 了 g(x)m。 









是 那样 的 ， 那 么 ， 
如 果 是 OO-CO+S CO 
的 时 候 ， 

LA EM AL 
表示 下 面 的 意思 了 。 














































































Xx 分钟 内 移动 f (x)m 


那么 ， 增 间 在 x 分 名 
内 移动 的 距离 就 变 成 
hf ta) 


5 


那么 ， (x) "(tg GD 从 地 面 上 看 ， 增 并 的 移动 

表示 的 是 什么 意思 呢 ? 迷 度 就 会 变 成 他 在 电梯 上 
的 速度 ， 同 电梯 本 身 的 迷 
度 之 和 …… 是 这 样 吧 ? 


可 是 ， 这 不 是 理 所 一 别 急 ， 再 等 一 下 ， 
当然 的 可 情 吗 ? 这 人 一 . 其 中 的 基本 原理 才 


和 反扑 断 法 有 什么 


接 下 来 ， 再 讲 一 条 基本 
原理 一 一 积 的 微分 。 这 
也 好 比 是 在 做 饭 ， 和 要 预 
先 做 好 准备 ， 所 以 请 先 
将 它们 记 住 。 
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(2 积 的 油分 


| 当 h)=f(C9g0) 时 ， 
AD =f 00)g8(0)+ CO8 (x) 
| 积 的 微分 就 是 逐一 进行 微分 后 再 彼此 相 加 。 





JoD ~f (Mra) +f(a) 
近似 


SG) ~ 8 (Mx-a)+g(a) 
近似 


NA 


h(x) =f00) g(x) ~k(e-a) +1 
hOO~{f (MA + He (Ma) tg(o)} 


此 时 ， 只 震 从 两 个 式 子 
的 右边 提取 出 (x 一 a) 
项 就 可 以 了 ! 于 是 


{f' (gD) tf 98 (Da) ~k-a) 
k=f" (Wg(0) Hos (a) 















那么 ， 我 们 使 用 微 、 
分 来 说 明 一 下 ， 为 WU “| 与 其 说 是 正义 或 真理 …… 
何不 能 万 许 刚刚 所 \\ 不 如 说 是 道义 的 问题 。 
说 的 殖 断 。 














这 类 社会 问题 
要 如 何 用 微分 
进行 解释 呢 ? 













































































不 ! 
要 更 为 冷静 地 
观察 世间 的 事物 。 





市 场 中 存在 着 大 量 的 企 说 的 没 错 !。 在 完全 竞争 
业 ， 它 们 所 提供 的 是 无 市 场 中 的 企业 ， 接 受 了 由 
差别 的 商品 。 这 样 的 市 市 场 决定 的 商品 价格 ， 只 
场 狐 境 称 为 “完全 竞 要 能 产生 利润 ， 就 会 进行 
争 市 场 ”。 = 生产 和 供应 。 


你 能 举 个 


1. 实际 上 ， 一 一 一 一 一 一 对 于 任何 商品 来 说 都 是 有 知名 品牌 的 ， 完 全 全 训 字 市 场 用 不 在 风 - 
所 以 说 ， 所 谓 的 完全 竞争 市 场 只 是 虚构 的 理想 状态 而 已 - 
54 第 2 章 ”掌握 微分 的 技巧 


例如 ， 业 生产 CD 播放 机 的 企业 正在 
考虑 是 否 会 进一步 增产 ， 该 播放 器 的 
市 场 价格 为 每 台 12 000 日 元 。 


不 过 ， 由 于 增产 所 导致 的 生产 效 
率 逐 渐 下 降 ， 该 企业 每 增产 1 台 
的 成 本 早晚 有 一 天 会 与 市 场 价格 
12 000 日 元 相同 。 在 此 基础 上 
再 继续 增产 的 话 ， 就 不 划算 了 
因此 产量 会 国定 下 来 。 


与 之 相 比 ， 仅 由 一 家 公司 独家 供 
应 某 商 品 而 产生 的 所 谓 的 “多 断 市 
场 "， 其 情况 就 有 所 不 同 了 。 





增产 的 费用 是 每 台 1 万 日 元 
的 话 ， 那 么 这 个 企业 就 会 增 
产 。 毕 竟 是 有 利 可 图 嘛 …… 


由 于 很 多 企业 

生产 同样 的 产品 

所 以 该 公司 并 不 认为 
其 所 增产 的 程度 

会 引起 商品 价格 的 下 跌 。 


由 于 供应 此 商品 的 
公司 只 有 这 一 家 ， 
增加 产量 的 话 就 会 
导致 价格 下 跌 。 


5 


顺便 说 一 下 ， 此 时 xX 增加 的 
话 价格 就 会 下 路， 用 来 表示 
现在 ， 假 设 产量 仅 为 x， 并 且 A 价格 变化 的 已 (x) 是 负 值 。 
在 供应 时 能 够 全 部 售 出 ， 其 
售 出 价格 的 函数 为 P(x)。 


ph 销售 额 =AC9= 价 格 X 供 应 量 = PCD) Xx 


由 此 可 知 ， 每 增产 


| 由于 hG)-h (Oa) th(0) pe 


| Cie ne 售 额 为 h' (a)。 


| 新 增加 的 销售 客 ”增加 的 产量 


是 这 样 ! 

这 里 的 有 (XxX) = PCxx， 
我 明白 了 ! 我 们 将 这 个 与 所 以 回忆 一 下 ， 
生产 费用 进行 比较 ， 再 决 刚刚 讲 的 积 的 微分 。 
定 是 否 增产 就 可 以 了 。 


就 是 逐一 微分 ， 
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就 是 六 (OO=P'(oJa+POJX1 ! 





















































也 就 是 说 ， 产 量 为 a 时 ， 则 

有 P(aja+ P(a)= 览 用 。 考 
外 什 价格 

处 到 第 一 项 为 负 值 ， 所 以 ， 

很 明显 ， 市 场 价格 P(a) > 

觉 用 。 


无 论 其 市 场 价格 是 否 高 
于 再 生产 1 台所 需 的 制 
作成 本 ， 企 业 都 会 决定 
停止 生产 。 













































































1. x 的 微分 为 1 (参见 第 40 页 )- 





这 就 是 说 ， 在 它 刚 好 
要 低 于 增产 1 台所 需 
费用 的 时 候 ， 就 应 该 






就 是 说 ， 再 继续 生产 
的 话 ， 就 是 违法 的 。 


但 是 他 们 并 没有 恶意 而 仅 
仅 是 合理 的 举动 ， 我 们 必 
须 冷 静 地 看 条 这 一 点 。 


(再 增产 1 台 的 时 候 ， 销 售 额 的 增 量 ) 
=h(a) = Pala+P(o) 


上 式 中 的 后 两 项 : 


P(a) 是 再 增产 1 台 时 所 能 获得 的 销售 额 。 


P'(a)a=( 价 格 下 跌 的 程度 ) X 生产 台 


遵 受 损失 。 


引 间 ， 
你 是 怎么 想 的 ? 


如 果 是 那样 的 话 ， 就 绝 不 会 对 
社会 造成 危害 ， 其 行为 不 过 是 
遵循 了 以 追求 利益 为 目的 的 资 
本 主义 原则 。 


所 以 我 们 不 能 责备 这 个 企业 。 
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虽然 多 卖 了 1 台 ， 但 是 在 
拿 到 钱 的 同时 ， 价 格 的 


下 路 会 使 全 部 商品 蒙受 损 
失 ， 考 虑 到 这 一 点 ， 企 业 
会 停止 生产 。 





一 这 就 意味 着 价格 的 下 跌 会 使 全 部 生产 的 商品 








但 是 ， 如 果 从 事件 结果 来 
看 ， 对 于 消费 者 和 社会 来 
说 ， 并 不 希望 形成 “ 物 
以 稀 为 下 ”的 状态 ， 所 以 
才 会 得 出 “ 昔 断 "是 为 制度 
(法 律 ) 所 禁止 的 ， 这 样 的 
结论 。 




















3 
K 


Ee 
妆 
辕 
正定 
人 内 
洪 赣 
罗 全 
民 了 
所 多 


关 社 长 ， 真 了 















































爱情 1? 
成 人 之 


间 的 爱情 
呢 ? 


要 如 何 解释 
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说 是 想 知 道 整 件 事 的 
原委 。 也 许 是 你 挽回 
名 警 的 大 好 时 机 。 


非常 感谢 您 ， 
我 会 好 好 考虑 的 。 


有 !? 哎 可 ! 
没什么 大 不 了 的 











( 下 2 二) 我 给 你 把 多 顶 式 的 


微分 公式 总 结 一 下 ， 











你 背 下 来 吧 。 
i 只 要 将 三 个 公式 
y=ax +bxtc 联合 起 来 使 用 ， 

就 可 以 对 多 项 式 




















fm A Wl 
NO 进行 和 分 了 ， 









































为 什么 会 这 样 呢 ? 只 要 反复 使 用 积 的 微分 公式 就 可 以 了 。 | 
当 h()= 忆 时 ， 可 以 变形 为 h(x)=xxx， 所 以 W(x)=xx1+1xx=2x 

















确实 符合 上 述 公式 。 | 
| 便 用 这 不 | 
| 当 h(x)=x? 时 ， 可 以 变形 为 ee | 
| | 
| 所 以 MD = (x ) tx x(x) = (0x+x x1=3x? 
| 。 确实 符合 上 述 公式 。 合用 这 不 











当 h(x)=x* 时 ,可 以 变形 为 h(x)z4 xx 


所 以 W(x)= (x )xx+x x(x) =3x xx+x x1=4x’ 
确实 符合 上 述 公式 。 
依 此 类 推 ， 只 要 将 以 下 三 个 公式 联合 起 来 使 用 ， 就 一 定 能 对 多 项 式 进行 微分 。 












和 的 微分 公式 “fts = atgm 一 0O 
常 系数 微分 公式 {af0@)}'=af" (9) —® 
x" 的 微分 公式 {re}' =m a 











傅 。 试 着 对 hQ)=r+2e+5r+3 进 行 微 分 。 
hx)={m+20+5xr+3}=(0) +(20) +(5x) +(3) 


BY) +200)+50) 53P+209H5xl-3e+4rt5 
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德 
冀 
极 大 点 游 
条 访 
看 起 来 元 
很 像 极 小 点 证 
过 山 车 。 

































































极 大 点 和 极 小 点 是 函数 增 减 性 发 生变 化 的 地 方 ， 对 研究 函数 的 性 质 来 说 是 很 重 
要 的 。 极 大 点 、 极 小 点 常常 会 变 成 最 大 点 、 最 小 点 ， 是 求解 某 些 (最 优 解 ) 问题 时 十 
分 关键 的 点 。 

] 


[ 芋 理 2 人 ( 极 值 条 件 ) 
| 也 就 是 说 ， 求 极 大 点 、 极 小 点 时 ， 只 需要 找到 满足 /'(a) =0 的 a 就 可 以 了 。 




















y= (oo 在 x=a 处 为 极 大 点 或 极 小 点 ， 则 有 六 (oa)=0。 
































== 
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现在 , 令 7(a) 的 值 不 等 于 0， 我 们 来 看 看 六 (a) > 0 时 的 情况 。 
在 x=a 附 近 ， 有 f(x)~ /f(a)(x-a)+f(a)。 因此， 


当 (8)>0 时 ,所 近似 的 一 次 数 在 

x=a 处 旺 现 间 赠 的 直 势 , 因此 可 知 

7 也 同样 呈 关 增 趋势 .就 是 说 ,过 ; 
山 车 处 于 上 逢 的 状态 , 既 没 在 轨道 I 

的 页 氏 , 也 没 在 侣 遍 . 

同样, 当 f'(8)<0 时 ， S 
y= (0 处 于 下 降 的 状态 ， S 
有 不在 项 ,也 不 在 从 底 . /0 




















如 果 说 /"(a)>0 和 _f'(a)<0 分 别 对 应 着 上 升 和 下 降 的 状态 ,那么 顶端 或 谷底 所 
对 应 的 只 能 是 /"(a)=0 了 。 
实际 上 ,如 果 /"(a)=0 的 话 ,所 近似 的 一 次 函数 
y=f "(De-a)+f (0)=0X(-a) +fla) 
为 水 平 直线 ,与 图 形 相 吻 合 。 


. Gf) rm-n 
Ja=0 \ 


(a, /(@)) 









总 结 以 上 内 容 ， 
也 可 以 得 到 如 下 
定理 。 


























( 增 减 性 的 判定 条 件 ) 
当 /"(@)>0 时 ,在 x=a 附 近 y=f(x) 呈 递 增 趋势 。 
当 /'(q)<0 时 ,在 x=a 附 近 y=f(x) 呈 递 减 趋势 。 
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A 
二 仿 | 



























































































































而 较 大 一 些 的 气泡 ， 反 而 
会 急剧 变 大 ， 上 升 至 水 面 
然后 破裂 ， 为 什么 会 存在 
这 两 种 现象 呢 ? 请 说 明 一 
下 原理 吧 ! 





啤酒 是 一 种 碳酸 饮料 ， 其 中 的 二 杀 
化 碳 呈 过 饱和 状态 ， 与 溶解 于 液体 
中 相 比 ， 气 体 状 态 下 的 二 饼 化 矶 更 
为 稳定 。 


因此 ， 气 泡 的 能 量 
同 它 的 体积 


nn (r 为 经) 
成 反比 。 


气体 ( 泡 状 ) 0 另 一 方面， 


在 气泡 和 液体 的 交界 面 ， 表 面 
液体 张力 的 作用 会 使 表面 积 减 小 。 


个 
表面 张力 作用 
o 所 以 ， 气 泡 的 能 量 同 它 的 
表面 积 4rr 成 正比 。 





根据 以 上 两 种 效果 ， 半 这 


径 为 上 的 气泡 所 具有 的 4 
能 重 E(7) 为 : EOD=-a( 了 zj 4 De 
Co 


| 
体积 项 表面 积 项 
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气泡 会 尽 可 能 地 减少 能 量 。 


只 要 明白 了 EE(r) 是 通过 怎样 人 
的 方式 降低 的 ， 也 就 能 破解 
啤酒 的 气泡 之 证 了 。 














| 
| 


画 成 图 形 就 是 这 个 样子 。 


从 这 个 图 形 上 可 知 ， 极 大 
点 卫 的 左右 气泡 在 变化 。 








为 了 简化 运算 ， 适当 改变 + 的 
单位 变形 为 已 (D)=-r+3r? 后 再 
来 看 看 吧 。 


ED =(-r)'+Gr) 


=-3r(r-2) 
辕 此 r=2 时 , E'(n)=0。 


当 0<r<2 时 , E'(n)>0， 
当 2<r 时 , E'(r)<0， 

由 此 可 知 ， 在 r= 2 处 ， 
(r) 为 极 大 点 P。 
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半径 和 能 量 处 于 点 M 所 示 状 态 下 的 
气泡 ， 若 要 减少 气泡 的 能 量 E(7)， 
其 半径 就 应 当 从 严 开 始 变 小 ， 艺 
泡 逐 渐变 小 直至 消失 。 


反之 ， 半 径 和 能 重 处 于 点 NN 所 
示 状 态 下 的 气泡 ， 若 要 减少 气 
泡 的 能 量 巨 (n), 其 半径 就 应 当 
从 An 开始 变 大 ， 不 断 膨 腾 起 
来 ， 在 啤酒 中 逐渐 上 升 。 





7 了 0 第 ? 章 “掌握 微分 的 技巧 









少 喝 唆 ! 
酒 呢 ? 
把 酒 拿 来 ! 






别 在 我 面前 搬出 。 《 
什么 图 形 和 定理 ! 
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所 谓 微 分 ， 就 是 在 x*=a 附 近 ， 将 /Co 近似 成 一 次 函数 时 x 的 系数 。 即 | 
/09 OG-Q+J(@) (在 a 附近 ) 

但 是 ， 说 到 底 这 只 不 过 是 “近似 相等 "“ 模 拟 ” 而 已 ， 对 于 位 于 a 附近 的 6 | 

| 来 说 一般 会 有 | 

| /HO# oO-a+rr) — O | 

| 两 者 之 问 完全 一 致 的 情况 是 不 存在 的 。 

| 

| 

| 














对 于 a,b(a<b) 来 说 ， 存 在 一 个 6, 当 a<6 <b 时 ， 
满足 f(b)=/'(6)(b-a)+ f(a)。 




















也 就 是 说 , 不 是 /'(a) ,而 是 从 a 向 b 增加 的 过 程 中 的 ,其 微分 值 /()， 能 
够 使 式 子 外 中 的 等 号 成 立 。 








1， 平 均值 定理 ， Mean Value Theorem 
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连接 4(a，f(a) )，B(b，f(b) ) 两 点 ， 得 到 线段 4B 


y=/0) 
伸 率 JW-7O 


EN 











B(b, f(b)) 





Vy 











Ala, f(a) : 斜率 /'(《6) 
ee 5 
于 是 有 ， (AB 的 调用 = 人 2 -向 -1@ @ 
然后 按照 图 上 的 方式 将 AB 做 平移 。 


我 们 终归 会 看 到 直线 即将 脱离 图 像 的 那 一 瞬间 ， 将 这 一 点 设 为 (5 ，/(¢ )) 。 
此 时 ， 这 条 直线 也 就 成 为 图 形 的 切线 ， 其 斜率 为 /"(¢) 。 
由 于 进行 的 是 平移 ， 所 以 九 (5 ) 的 值 应 该 与 式 子 @ 的 斜率 相等 。 







因此 ， 
fb- fa _ yp 
pa 





去 分 母 ， 将 f(a) 移 项 后 , 可 得 
f(b)=f(6)(b-a)+ f(a)。 





全 











J 








-SO 
求 MD = 7 的 导 函 数 公式 。 


首先 ， 我 们 来 求 一 下 (x) 的 倒数 一 一 函数 p(x) = 的 导 本 数 .在 +=a 附近 ， 
有 f(x)~ f(a)(x-q)+/f(a), 同 理 有 
PO) ~ pO)x-a) + p(a) 
此 时 ， 必 须 注意 到 f(x)p(x)=1。 
所 以 ,1=f0)p0~{7 (OD)C-@)+f(@)}{p'(a) (x-a)tp(q)} 从 右边 提取 出 (x -a) 
的 系数 ， 则 右 式 为 
pAf (atfla)p' (a) 
由 于 其 左边 并 不 存在 x 项 ， 所 以 等 于 0。 因 此 ， 有 


j= POF a) 
p'(a) 7O 


又 由 于 Pa- 将 其 代入 分 子 的 P(a) 中 ， 可 得 


的 
PO gy 





然后 ， 对 于 MD = 加 来 说 可 以 变形 为 h(x) =g(x)x 二 909P09 ,对 变 


形 后 的 式 子 使 用 积 的 微分 公式 即 可 。 
We 


J fey 
_ 2 -sO fe) 
J 


进而 可 以 得 到 接 下 来 的 公式 。 











7 了 4 ”第 2 章 ”掌握 微分 的 技巧 











公式 2-6 | 商 的 微分 和 





,2 Sf) -sD 
ie 

















复合 画 数 的 微分 公式 
求 h(x)=g(f(x)) 的 导 函 数 公式 。 
在 x=a 附 近 ， 有 /f(x)-f(@)~f'(a)(x-a) 一 ,并 且 
在 y=b 附 近 ， 有 g(y)-g(b)~g 人 by-b) 一 回 
于 是 , 令 b=f(a), y=f(x), 改写 @ 式 ,在 x=a 附近, 有 
g(f(?)-g(f(q))~g《(f(Q))J (x)- 了 f(a) 将 上 式 右边 的 了 (x)-f(a) 替 换 为 D 式 
的 右边 ， 可 得 
8(/(x)-g(f(0)~ gf a) f(x -ao) 
又 由 于 g(f(x))=h(x)， 所 以 上 式 可 以 写成 
Ma) = g'(f(a))f"(a) 。 进 而 可 以 得 到 接 下 来 的 公式 。 


2-7 | 复 





Mx)= gf DY) 




















反 冰 数 ' 的 
使 用 这 一 公式 ， 我 们 可 以 得 出 y= f(x) 的 反 函数 x= g(y) 的 微分 公式 。 对 于 
任意 x 都 存在 x=g(f(x))， 所 以 对 等 式 两 边 进 行 微分 ， 可 得 
1=g(f Cf) 
因此 ， 有 1= g'(y)/'(x)， 就 可 以 得 到 接 下 来 的 公式 。 























1. 反 函数 : Inverse Function。 
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/8 小 结 @ 
年 各 种 微分 公式 









微分 之 后 系数 保持 
CD) =ar 9 不 变 。 



















将 指数 作为 系数 ， 
其 次 数 减 去 1。 


(Ce) me 





和 的 微分 就 是 微分 


(f(x)+8(x))=7"(x)+8"(x) 的 和 。 


(f(x)g(x))" 











=/ "(g(x)+7'()8'(x) 玉生 
分 母 取 2 次 方 。 

sO) YY _ gf -sf 0) a 

(5 汉 /0 分 子 为 两 函数 
逐一 微分 后 的 差 。 

es 外 层 函 数 的 微分 与 

(gf0))'=g'(f(0) CD een 

反 函 数 的 微分 就 是 


其 自身 微分 的 倒数 。 























1. 为 自然 数 ， 求 函 数 /(x)= 直 的 导 甬 数 了 (9) 。 

2. 求 J(Co = 妆 -12x 的 极 值 。 

3. (1) 求 ,fxz) =(1- 六 的 导 函 数 六 oo 。 

(2) 求 g(x)=x(1-x)”， 在 0<x<1 范 围 内 的 最 大 值 。 

















76 第 2 章 掌握 微分 的 技巧 





第 3 章 
积分 一 一 平滑 变化 的 量 的 票 加 之 和 








这 个 人 可 是 我 大 学 
时 代 的 一 位 学 长 ! 


东京 都 将 预算 用 于 研究 生 
的 研究 成 果 ， 以 此 积极 应 
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专家 怀疑 二 氧化 硬 
是 地 球 暖 化 的 原因 。 


要 是 超过 了 保温 作用 的 
程度 ， 地 球 就 会 过 于 温 
蚂 ， 那 样 的 话 ， 藉 要 发 


尤其 是 那些 在 海岸 或 河 
川上 流通 的 风 ， 如 果 不 
阻碍 它们 ， 那 就 阻止 地 
表 温度 的 上 升 了 。 








































































































































































































p22 


二 饼 化 碳 又 被 称 为 温室 效 
应 气体 ， 它 阻碍 从 地 球 向 
字 宙 辐射 热 重 ， 具 有 对 地 
球 保温 的 作用 。 


引 间 的 学 长 着 眼 点 在 于 
分 析 风 的 流通 方向 ， 进 


而 来 降低 气温 。 


















































对 于 现代 社会 来 讲 
应 当 是 严格 减少 


[ER 





就 是 提议 政府 建立 相 
应 的 制度 ， 禁 止 将 高 
大 建筑 物 建造 在 风 的 
流通 途径 上 。 


但 是 ， 努 力 碱 少 CO: 
的 排放 ， 是 每 个 人 
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但 是 ， 我 们 要 怎么 
做 ， 才 能 知道 大 气 
中 CO:; 的 含量 是 否 在 
增加 呢 ? 


不 ! 
虽然 还 是 要 用 函数 ， 





是 积分 。 














只 要 知道 大 气 中 CO， 
总 含量 ， 就 能 够 预测 


CPE GD 天 测 温室 效应 。 


回 从 CO:“ 总 含量 ”推测 经 
济 活动 中 产生 的 CO: 在 大 


通过 积分 ， 就 可 以 知道 
大 气 中 CO: 总 的 含量 。 


但 是 ， 计 算 “CO: 总 
含量 ”可 是 一 个 灯 手 





然而 ,CO, 的 浓度 


会 因 位 置 的 不 同 ， 
而 产生 差异 ， 

这 种 变化 

是 平滑 且 连 续 的 。 


都 是 为 了 引 间 的 学 

习 啊 ! 这 总 比 在 单 那 可 是 算 田 镇 的 特产 一 一 

位 放 着 好 多 了 吧 ! 梦幻 烧酒 “沉睡 千年 ”只 …… 
Q 
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可 想 而 知 底部 较 浓 ， 而 
上 方 是 稀薄 的 烧酒 和 热 水 
混合 在 一 起 。 


同时 ， 各 处 的 液 度 
应 该 是 一 点 一 点 平 


距 杯 子 底 部 xem 处 的 烧 
酒 密度 用 函数 己 Ce)g/cnm 
进行 表示 。 
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我 们 假设 
(GD 为 
(9= 


密度 p(x) 


(+) 


那么 ， 在 这 杯 烧 酒 
和 热 水 的 混合 物 中 


所 含 酒 精 的 量 是 多 折合 种 寺 各 关 
然 ， 我 哪 会 知 





就 像 这 幅 图 一 样 ， 任 何 地 
方 的 液 度 都 是 0.1 的 话 ， 就 


可 以 得 出 “酒精 含量 ” = 
假如 害 度 “密度 ” X “高 度 ”X“ 底 
恒定 的 话 ， 面积 -0.1X9X20=18 克 
那 就 简单 了 。 
“酒精 含量 ”= 
“密度 ”X “体积 ” 


没 错 ! 

“酒精 含量 ” 
=0.1X9X20 中 的 
“0.1X9” 指 的 就 
是 这 部 分 面积 。 


这 也 就 是 说 ， 同 计算 
图 像 中 阴影 部 分 的 面 
积 是 一 回 事 ， 对 吗 ? 





步骤 2“ 当 密度 呈 阶 段 性 变化 时 密度 
[一 


就 是 说 ， 当 密度 呈 不 连续 
的 阶段 性 变化 时 ， 我 们 也 
能 够 进行 计算 。 








将 每 一 阶段 划分 开 来 03x2x20 + 02x4x20 + 0.1x3x20 


底面 积 为 20cm2 


0<x<2 时 2<x<6 时 6<x<9 时 
这 部 分 的 这 部 分 的 这 部 分 的 
酒精 含量 酒精 含量 酒精 含量 


=(0.3x2+0.2x4+0.1x3)x20=34 





答案 是 
34 克 有 


那么 ， 当 p(x) 连续 变化 密度 p(X) 





我 明白 了 ， 首 先 ， 将 它 
近似 成 细 分 的 分 段 画 
数 ， 然 后 像 步 骤 2 那样 
进行 计算 就 可 以 了 
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只 要 用 这 个 分 段 函 数 计算 
出 酒精 含量 ， 就 可 以 得 出 
“真实 酒精 含量 ”的 一 个 


在 怀 和 加 之 间 密 度 恒定 ， 为 pe)， 益 似 信 * 


在 如 和 为 之 间 密 度 恒定 ， 为 p(xo)， 


在 闵 和 为 之 间 密 度 恒 定 ， 为 p(x2)。 





以 此 类 推 ， 
使 用 分 段 面 才 
对 p(x) 进行 近似 计算 。 
没 钳 ! 
pe 分 段 函 数 图 形 中 阴影 
p(x) X (ux) X20 A 
子 (不 来 以 20) 的 困 
加 之 和 。 


PCo)XCo-xz)X20 
pO) Xu-x) X20 
pO) Xn) X20 = 


p(X) Xxs—x) X20 





1) PO)XGex)X20 





近似 的 酒精 含量 

























































































P(x) 
PC 


plo) POCOD 


为 下 的 而 为 硬 








滑 变 化 的 量 的 累加 之 和 


那么 ， 只 要 将 这 些小 间隔 无 限 
细 分 下 去 ， 就 应 当 可 以 将 它 看 
成 是 “真实 酒精 含量 ”。 


必须 对 这 些 无 限 细小 的 东西 做 
无 限 次 加 法 才 可 以 。 








了 (x) 的 导 函 数 为 了 (x)， 在 x*=a 附近 ， 可 以 写作 
ff Or- D+ fa) 
将 f(a) 移 项 ， 得 


只 要 0， HH，w，，…，x6 之 间 的 间隔 足够 小 ， 就 可 以 认为 太 在 加 
附近 ， 怠 在 吉 附 近 ，…… 依 此 类 推 。 
这 里 我 们 研究 一 下 导 函 数 为 p(x) 的 函数 g(x) 。( 也 就 是 9C0 = p(x)) 
将 @ 使 用 在 9CD 上 ((9 值 的 差 ) su(4 的 微分 ) X (x 的 差 ))， 可 得 
gD) -go) mu PC x0) 
ge) -gD) su PE x 


整理 累加 之 和 的 计算 式 子 
Sa Bh PCO -0) 
-qo Br PODCE 一 ao 
ee PC) -a) 
ee gu PCO -x) 


gi Pe -x) 


Eu PO — x) 





94909) 一 90%) 总 累加 之 和 


因为 , xs= 9，x= 0, 所 以 
近似 酒精 含量 = 累加 之 和 x20 
=(q(xe) — q(xo))*20 
=(q(9) — q(0))x20 





我 们 原本 想 对 右边 进行 累加 ， 现 在 这 个 结果 也 可 以 由 左边 累加 后 得 到 了 ! 


了 0-f(@) 训 /Ox-a) (7 值 的 差 ) 六 (7 的 微分 )X (x 的 差 ) 一 四 
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步骤 5 ”近似 一 实际 值 








近似 的 酒精 含量 (+20) 


PUN-AO) PEN) + 








4(9)-9(0) 
(恒定 ) 











Nos Xs Kas ys 
这 样 的 点 逐渐 增多 ， 
直至 无 限 个 。 


然而 ， 我 们 一 直 在 近 
似 g(9)-q(0) 这 样 的 恒 
定 值 。 


1. 第 94 页 中 有 更 为 准确 的 解法 。 


(A) | | 近似 





实际 的 酒精 含量 (+20) 














对 于 无 限 个 ，, 求 
Pp(%)(xw 一 不 ) 之 和 





这 时 , (A) 就 不 再 是 
“近似 ” 而 可 以 将 
其 看 作为 是 “等 号 ”。 








9(9)-9(0) 














| 


Ab 





真实 的 酒精 含量 (二 20) 











就 可 以 得 到 
以 上 关系 1 ! 
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步骤 6 PC9 是 4(9 的 导 函 数 


那么 ， 引 间 小 姐 接 
下 来 要 看 到 的 式 子 


就 是 说 ， 这 个 q(x) 


可 是 ， 通 常 1 杯 竞 过 热 水 
的 烧酒 其 酒精 的 标准 含量 
为 24.3 克 。 

为 什么 会 这 样 呢 ? 





2 已 
设 9 四 =- 7 '， 于 是 


40= Gry =p(x) 
※ p(x) 是 q(x) 的 导 函 数 


q(x) 称 为 p(x) 的 原 函数 











(酒精 含量 )= {9(9)-9(0)}x20 


(| 
一 一 -|- 一 一 jix20 
9+1 \ 0+l 








之 前 我 们 所 做 的 “无 
敢 也 会 有 很 液 的 | | 限 次 系 加 ” 耕 营 了 很 


时 人 村 多 计算 空间 。 


所 以 ， 我 来 教 你 一 种 
一 次 就 可 以 把 它们 全 
部 表示 出 来 的 符号 。 





(2 天 


A(Delta) 是 希腊 字母， 
我 们 使 用 这 个 符号 来 表 
示 变 化 量 。 


这 个 Ax 表示 的 是 “到 下 一 个 
外 点 间 的 距离 ” 就 是 (xi-x0) ， 
Co-xi) 这 样 的 式 子 。 
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这 个 》 (Sigma) 正 是 
将 式 子 阐 化 的 窍门 。 


例如 ， 
> 


就 表示 执行 “从 xo=0 到 x=9 
逐一 累加 求 总 和 ”的 命令 。 


没 错 ! 
这 正 是 之 前 出 现 的 
回 式 的 含义 。 


接 下 来 ， 再 教 你 一 个 可 
以 将 @ 式 简单 表达 出 来 


回 式 是 “对 有 限 个 阶段 累加 求 
和 ”， 因 此 ， 当 这 些 阶段 被 无 
限 地 细 分 的 时 ， 只 要 将 符号 弄 
得 “圆滑 ” 些 就 可 以 了 。 
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这 个 加 式 就 表示 无 限 细 分 之 后 
的 累加 之 和 ， 其 所 表示 的 含义 
是 左 图 中 曲线 和 x 轴 之 间 所 天 


的 面积 。 


只 要 知道 
OO 是 4G9) [pdx=gb) -go) 一 @ 
进行 计算 ， 这 不 就 很 东单 了 吗 








PC = [rer i EPO 


业 
只 要 能 找 出 满足 q(x)= p(x) 的 q(x) 





=4g(b)-q(a) 








迷 定 积分 : Numerical Integration。 
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@ 步骤 5( 第 89 页 ) 详 解 





在 之 前 的 说 明 过 程 中 , 我 们 以 g(x)-g(xo)ap(xO)(x- 太 ) 这 样 一 个 “刚好 合适 ” 
的 式 子 ， 即 一 个 “大 概 推测 出 的 近似 的 式 子 ”为 基础 进行 了 讲解 。 为 了 那些 按 部 
就 班 、 无 法 确信 这 一 式 子 的 人 ， 这 里 我 们 再 严格 地 推导 一 下 。 只 要 我 们 使 用 “ 平 
均值 定理 ” 就 算 不 使 用 ”~ ”这 个 怪异 的 符号 ， 也 能 得 到 同样 的 结果 。 


近似 
















先 找 出 满足 q(x)= p(x) 的 g(x)， 存 在 点 y 
TD 
1 上 


a b 


在 加 入 之 间 ， 找 出 点 zol ， 使 其 满足 
g(%) -gq(%) = 49x00) -mo)» 


A 







由 “平均 值 定理 ”可 知 ， 这 样 的 点 是 一 定 存在 的 。 
同 理 ， 在 xz 和 加 之 间 ， 找 出 点 xp， 


g(x) -qm) = 9 (0%)(x—n) 














依 此 类 推 
q(x) — g(ro) = go -wo) = P(xo)(X1 一 xo) | 累 
gl) — gle) = das-m = PCa)a-x) | 加 

了 和 


g(%) — g(x) gC -x) = Plxa) -x) 





pe 一 xD) 


qinjoo 一 xD 


gl) — g(xm1) 
让 
4() gC) + 下 村 于 近似 面积 
1 
qb) -qlo) 进行 无 限 细 分 


40-4a0 < 一 一 一 等 了 | 一 一 一 > 真实 面积 





和 步骤 5 中 的 
框图 对 照 一 下 。 


入 
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A Jodr= 太 Todx A 


(对 于 同一 函数 的 定 积分 来 说 ， 积 分 区 间 可 以 进行 接续 。) 


J +g) fax+ f gto)dr et 
(和 的 定 积分 ， 可 以 分 开 写 成 定 积分 的 和 。 ) 
f af Cax=af fdx 2 











(常数 倍 函数 的 定 积分 ， 等 于 定 积分 之 后 再 乘 以 常数 倍 。) 


(D~ (3) 所 画 的 是 近似 分 段 函数 的 图 形 ,看 了 自然 就 会 明白 。 
(1) 

















of (x) 


7 引 面积 的 a 倍 














和 


终于 搞定 了 ! 虽然 讲 得 有 些 生硬 ， 
但 还 是 能 够 理解 的 。 

咀 ， 墙 并 

别 多 想 了 ， 


NA 快 喝 了 吧 ! 















































这 本 来 就 是 我 的 酒 ! 


还 是 请 你 去 资料 室 ， 起 人 


一 想 该 做 的 事情 吧 ! 
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引 间 小 姐 ， 我 记得 大 约 1 年 
前 ， 算 田 理工 大 学 也 有 将 风 的 
流通 路 径 分 析 纳 入 大 厦 设 计 的 
研究 小 组 。 

能 否 请 你 确认 一 下 ， 他 们 其 后 
的 研究 进展 呢 ? 


这 是 关 社 长 曾经 
撰写 的 报道 1? 
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仿 仿 扩 我 们 沉 助 商 的 。 /Jp 
检举 报道 来 写 
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上 。 是 一 个 有 意思 的 提案 。 
为 了 消除 热岛 效应 ， 
计划 修建 


引 风 的 建筑 








怎么 可 以 用 电话 !1 
报道 是 要 素 自 跑 现场 的 ! 





再 习 你 用 数学 区 了 5 出 Ray /人 
他 们 的 理论 依据 。 ‘a 


pn 车 



















































































1 
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Ep 
可 


这 是 常识 啊 ! 





























































































































这 并 不 只 是 意味 着 
那 一 点 仅仅 决定 了 
交易 活动 。 














实际 上 ， 按 照 这 一 点 
进行 交易 ， 还 可 以 使 
社会 达到 最 优化 








这 两 条 曲线 的 交点 
决定 了 交易 的 价格 
和 数量 。 
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电 。 使 用 微 积分 的 基 
本 定理 ， 就 能 简单 地 
理解 这 一 点 了 。 


设 生产 x 件 商品 的 费用 为 C (5)， 则 利润 为 IC9: 


ED 


(利润 ) = (价格 ) x (生产 量 ) - (费用 )=Px- C CD 
在 此 ， 设 利润 II(x) 达 到 最 大 时 的 x 为 x" 
于 是 有 ，II(x) 在 x* 处 的 微分 为 [T(x*)=0， 
所 以 , L(x*)=p-C'(x*)=0。 





我 们 将 这 个 p=C"(x*) 称 为 供给 曲线 。 











此 时 ， 长 方形 OpA 的 面积 就 相当 于 (价格 ) X( 生 产量 ) 。 
(@ 的 面积 ， 可 以 通过 积分 得 出 。 
hi Ce r= C6) -CO= C0) = 用 


Wd Maa 
此 处 使 用 了 基本 定理 。 简单 起 见 ， 令 C(0)=0 


因此 可 知 , 利润 II(x) 就 是 @ 的 面积 (长 方形 的 面积 )-((D 的 面积 ))。 


需求 曲线 
接 下 来 ， 再 考虑 一 下 ， 消 费 者 所 获得 的 最 大 利益 。 


当 消 费 者 消费 x 件 商 品 时 ， 设 其 所 获得 的 实际 价值 为 x(x)， 则 消费 者 的 利益 
R(x) 为 
R(x) = (消费 的 价值 ) - (所 支付 的 金额 ) =u(x) px 


在 这 个 R(x) 达 到 最 大 的 时 候 ， 这 种 商品 的 消费 量 也 就 达到 了 最 大 值 。 
此 时 ， 消 费 量 为 **， 由 于 R(x) 在 x" 处 的 微分 值 为 0%， 所 以 
(由 于 “微分 =0”) R'(x*)=w(x"*)-p=0 


我 们 将 此 时 的 P=4'(X") 
称 为 需求 曲线 。 





x (最 佳 消费 量 


然后 ， 再 观察 一 下 长 方形 Op1Bx* 的 面积 。 
长 方形 OpiBxt" 的 面积 就 相当 于 (价格 )X( 消 费 量 ) 。 
因此 ， 人 @) 的 面积 (长 方形 OpuBx*") 就 相当 于 所 支付 的 金额 。 


@@+(O 的 面 积 ， 可 以 通过 积分 求 得 。 


[ed gerne) -uC0) =u 0 
~ 


简单 起 见 ， 令 (0)=0 
= 消费 的 总 价值 


由 此 可 知 , @) 表示 消费 者 的 利益 。 


消费 的 总 价值 @ + 
既 包 含 所 支付 的 金额 人 @， 没 错 。 那么 ， 最 后 将 供 
又 包含 了 消费 者 的 利益 0)。 给 曲线 和 消费 曲线 组 合 





P( 价 格 ) 






社会 的 利益 。 // 供给 曲线 







如 右 图 所 示 ， 我 们 认定 
利润 + 消费 者 的 利益 = 社会 的 利益 。 


右 图 就 会 有 空白 的 地 方 ， 
社会 的 利益 变 少 了 。 


















































































































































? 
i 如 度 ， 自 由 落体 运动 ， \ 
都 是 很 好 的 先 题 。 
可 以 考虑 一 下 …… 
了 有 
是 的 。 HH 
我 也 要 用 微 积分 | 





来 拣 写 报道 | 


200O 年 








大 内 电 不 /大 机 他 不怕/ 弹 分 由、 积分 凡 / 作 
可 

Er 

社会 是 ,要 和/ 切 季 如 /个 人 吧 情 和 

和 友人 上 下放 /和 如 开 所 有 的 过 章 外 p22 





而 有 的 人 暂时 还 不 能 理解 。 本 报 曾 有 
个 关于 电梯 的 例子 ， 当 时 增 井 记 

淡 背 地 为 我 们 进行 说 明 。 读 者 朋友 可 能 
会 回想 起 距离 的 微分 就 是 速度 ， 以 及 增 
| 井 挥 汗 如 雨 的 身影 。 这 个 爱 出 汗 的 增 井 
偶尔 还 是 能 派 上 用 场 的 。 


2000 和 4) 


口 月 口 日 第 006 号 


积分 报 _The Biseki Shinbun 
改行 人 相间 果子 
区 积分 报关 儿 。 凋 色 镇 大 字 大 忘 字 小 末 下 





这 个 问题 ， 可 能 有 的 人 一 听 就 明白 了 ， 


di 
渡 半 茎 名 


下 
互 








> 
CE 加 出 


大 天 汪 的 兴 并 在 了 由 上 过 过 通通 ， 在 may mv 对 分别 二 


F(x) 


于 


六 加 外 ,这 一 过 和 可以 未 为 了 ef 的 增 井 ，x 秒 后 的 位 置 可 以 用 右 图 中 
的 式 1 进行 表示 。 


时 速度 "速度 在 英语 中 写作 Velocity， 
为 了 便于 理解 我 们 用 v 将 书 的 记 作 yG@ 


到 滞 襄 = 冰 闪 至 汉 和 


那么 ， 在 y 轴 上 移动 的 大 汗 淋漓 


这 个 式 1 的 导 函 数 就 是 x 秒 后 的 “ 瞬 


忒 注 其 王 副 二 .> 
NI 当 管 车 苇 浸 - 离 互 


本 以 
如 


就 可 以 得 到 如 式 2 所 示 的 微 积分 的 





区 
浴 疯 癌 。 强 置 否 过 或 


:> 当 全 上 星 
| 


> 访 辽 汪 靶 








岂 
出 





真相 很 快 就 要 水 落石 出 了 。 如 果 要 将 式 2 中 的 v 0 用 图 像 表示 出 来 ， 就 会 得 到 图 1 中 的 | 


的 阴影 部 分 就 是 速度 的 面积 。 


中 冰片 湛 、 

















再 将 式 1 画 成 图 像 ， 就 可 以 得 到 图 1 中 的 区 ] 。 在 轴 上 挥汗如雨 的 增 井 所 移动 的 距离 〈 即 位置 的 差 )， 





综合 [A] 和 [Bj 一 起 观察 ， 就 会 得 出 真相 ! 
速度 的 积分 等 于 位 置 的 差 


























理解 了 这 一 公式 的 记者 ， 就 能 够 顺利 地 解答 关于 变速 运动 的 计算 问题 。 比 方 说 ， 公 共 汽车 ， 嗯 ， 还 可 
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当 我 们 再 一 次 凝视 理所当然 的 事情 - 

这 是 近来 对 微 积分 有 所 领悟 的 记者 的 新 境 
界 。 世间 总 有 一 些 理所当然 的 事情 。 然 而 ， 
在 其 背后 必定 隐藏 了 某 些 规律 ， 因 此 才 使 
它们 成 为 理所当然 的 事情 。 例 如 ， 手 中 
的 物体 一 但 脱离 ， 便 会 下 落 。 此 时 ， 可 
以 将 其 称 为 速度 是 时 刻 变 化 的 变速 运动 。 
那么 ， 它 就 是 一 种 完全 遵循 微 积分 公式 
的 运动 。 


前 面 铺 陈 了 这 么 多 ， 作 为 学 过 微 积 
分 的 人 ， 那些 有 了 些 自信 的 记者 心中 会 
涌现 出 这 样 一 道 题 。 

“从 东 下 落 的 物体 ， 要 经 过 几 秒 
后 到 达 地 面 ? ” 


“ 那 就 去 东京 塔 扔 一 个 物体 试 试 就 行 
了 ! ” 增 井 二 话 不 说 就 想 去 考察 一 番 。 
走 吧 ，Let's gol 


VAN ISTASR 
我 们 都 知道 ， 由 于 重力 加 速度 ( 注 


Eb NB 1) 的 原因 ， 物 体 在 下 落 的 过 程 中 速度 会 
逐渐 增加 。 也 就 是 说 ， 每 1 秒 会 增加 

式 1 FOD-FOO= fv)ar= 98rar 9.8m。 这 是 由 谁 规定 的 呢 ? 谁 都 不 
是 ， 是 地 球 的 重力 使 然 。 那么 ， 在 了 秒 
间 ， 物 体 所 下 降 距 离 就 可 以 通过 右 侧 
的 式 1 进行 表示 。 


由 于 速度 的 积分 等 于 位 置 的 差 也 
就 是 移动 的 距离 ， 参 考 左 侧 的 图 1 和 图 
2， 便 可 推导 出 式 2。 东 京 塔 的 高 度 为 
333 米 ， 所 以 式 2 中 7 秒 间 所 下 降 的 距离 
就 为 333 米 ， 这 样 能 够 计算 了 。 于 是 ， 





式 2 T 秒 间 下 落 的 距离 一 4.97 ?一 4.9Xx 0? 一 4.972 ”将 333 除 以 4.9， 之 后 再 取 平 方 根 ， 就 是 答 
ES 入 案 了 ! 这 样 ， 计 算 结果 约 为 82 秒 。 也 就 
333=497? —> T= #9 一 约 8.2 是 说 物体 自 东京 塔 的 顶端 向 底部 下 落 ， 
需要 花费 约 8.2 秒 才能 到 达 地 面 (前 提 条 件 
是 忽略 空气 的 阻力 )! 




















您 会 想起 什么 

时 所 使 用 的 器 ”一 
A 个 六 面体 便 被 世人 使 用 ， 它 不 
仅 在 游戏 中 ， 而 且 


向 我 们 展示 它 的 “} ， 它 可 
| 是 本 界 上 最 小 的 随机 数 发 生 装 害 了 。 要 说 这 
1_2 3 4 5 6 “| 般 子 还 真是 奇妙 啊 ! 不 仅 如 此 ， 般 子 也 能 丘 出 
本 人 的 向 积分 的 “点 数 ”。 从 也 上 5 
4，5，6， 这 些 值 会 随机 出 现 。 掷 出 假 子 后 ， 出 
现 某 特定 信 的 概率 是 卫 。 将 其 用 柱状 图 表示 函 
出 来 。 数 
以 横 纵 来 表示 所 出 现 的 点 数 ， 以 纵 轴 来 表 和 
示 出 现 某 个 点 数 的 概率 。 这 种 情况 下 ， 出 现 分 
任何 点 数 的 概率 都 是 相同 的 ， 正 如 图 1 所 示 。 
将 其 写成 式 子 后 ， 就 会 得 到 武 1 ( f(x) = 点 数 为 x 时 的 概率 ) 。 例 如 ， 式 
2 所 表示 的 是 点 数 4 出 现 的 概率 。 
请 看 图 2 其 所 表示 的 含义 就 是 侦 子 点 数 的 分 布 函数 。 请 仔细 观察 一 下 。 首 
先 ， 来 关注 模 轴 上 1 的 附近 。 小 于 1 的 数 不 在 在 ， 因 此 这 一 部 分 的 概 六 为 
0。 然 后 ， 在 正好 等 恬 ， 概 闪 - 跃 成 为 二 5 ， 就 是 说 在 1 以 上 ,2 


人 0) 志 度数。 (六 。。 分 布丁 数 
他 让 
pr 
SS | 跃 变 成 为 了 。 这 就 表示 出 现 
2 入 内 下 点 数 的 概率 
| de 三 0 /0) | 


图 2 分布 函 数 本 2。 进 一 步 讲 ， 它 同 点 
图 3 分布 函 数 Fo) 的 微分 -密度 函数 /fo) 6 迁 - 步 讲 它 间 点 玫 
/ (= 密度 函数 


A 小 于 3 的 概率 是 相同 的 。 因此 ， 点 数 小 于 3 的 概率 为 二 。 然 


而 ， 说 起 小 于 3 时 段子 的 点 4 不 过 是 。 同 
蓝 足 a 所 Xx 志 b 的 理 可 知 ， 出现 6 有 其 的 概率 ， 也 就 是 般 子 出 现 点 数 
数值 x 出 现 的 概率 的 概率 是 1。 般 子 是 不 可 能 以 它 的 杰 角 料 稳 站 立 的 。 


lI :的 点 数 大 于 2 小 于 等 于 5 的 情况 ， 可 以 使 用 图 1 

3 =F(b)- 外 是 就 能 够 说 明 图 3 中 的 式 子 。 本 
7 《有 6 个 点 数 ， 但 是 将 它 无 限 绸 分 变 得 连续 以 
(微分 后 的 函数 的 积分 ) = 《 原 函数 的 差 ) 后 ， 就 能 推导 出 式 3 了 。 这 不 正和 我 们 所 讲 的 微 积分 的 基 
v 本 定理 道理 相同 吗 ! (微分 后 的 函数 的 积分 》=( 原 





泗 秤 恒 且 树 萧 甘 


式 1 Ag) ( 俱 子 点 数 为 x 时 的 概率 ) 


式 2 /0 = 上 上 (点数 为 4 的 梳 ) 











函数 的 差 )。 胡 乱 掷 出 的 般 子 ， 其 所 出 现 的 点 数 中 况 
藏 着 微 积分 的 规律 。 真 是 厉害 啊 ! 太 喜 欢 般 子 了 ! 


微 积分 的 基本 定理 
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(5 Bir 
当 Fo 的 导 函 数 为 Ko 时 ， 即 ， 如 果 严 (xz) = f(x) 成 立 ， 则 





全 7aodar=ro-m 一 
或 者 也 可 以 说 
人 Padr=ro-ra 一 O 


这 个 就 意味 着 式 (D、 式 (2) 可 以 表示 为 
用 向 分 后 的 函数 )dx=( 原 函数 由 b 到 a 之 间 的 差 ) 


用 图 形 表示 就 是 
微分 后 的 函数 同 x 轴 以 及 直线 x=a、x=b 
所 围 成 的 (阴影 部 分 ) 面 积 =( 原 函数 由 a 到 b 之 间 的 差 ) 
了 y=/()=F"(x) 
a b 
微 积分 的 基本 定理 SN 
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将 变量 x 替换 为 一 个 关于 变量 y 的 函数 ， 即 x=g(y) 时 ， 对 于 f(x) 的 定 积分 


S$=f /dx 的 值 ， 要 如 何 表示 成 关于 y 的 定 积分 呢 ? 


首先 ， 对 定 积分 进行 分 段 近似 。 
5~ DB fw- (=an=D 
然后 ， 再 进行 +=g(») 的 变量 代 换 ， 于 是 ， 有 
a=g(0), m=g(»), m=8()3),,b=2(B), 
假设 y= 0, 1, y=。 
此 时 ， 将 g(y) 近 似 一 次 函数 ， 请 注意 ， 我 们 可 以 得 到 
Xn— X= gy) - 8(P) ~ 8' (PV -De 
将 这 些 代入 后 ， 可 以 得 到 
5~ BD fom- BD fsb)e'bbm -WW 


k=0l2n Pp 


最 后 这 个 式 子 ， 就 是 对 三/(e(CD)g'(D)dy 做 近似 计算 的 式 子 。 
因此 ， 对 其 进行 理想 化 的 细 分 后 ， 就 可 以 得 到 接 下 来 的 公式 。 








1. 换 元 积分 ，Integration by Substitution 
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| | Jraar=1 (80s' Wy 














(应 用 举例 ) 求人 102x+D*dr 


令 y=2x+1， 即 做 如 下 变量 代 换 : x=g0)=3 


由 于 y=2x+l， 所 以 ty=2dx， 最 终 di= 由 


于 是 ， 我 们 只 需 考虑 对 y 积 分 求 原 函数 ， 因 为 
0=g()，1=g(3)， 所 以 积分 区 间 变 成 1~3。 

| foQx+ Ddr=flo Ty = sydy=3 15=242 
-O00 
1 计算 以 下 定 积分 。 


(Df 3edx O) fe 





@) fx+t (tedrtf x-(l+e)de 


2. 计 算 以 下 定 积分 。 
| (D 将 ?= Fo = 妆 -3x 的 图 像 与 x 轴 所 围 成 的 面积 ， 用 定 积分 的 形式 
| 表达 出 来 。 

C) 计 算 (D 中 的 面积 。 
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第 4 章 


i 
本 
复杂 的 函数 
可 以 通过 积分 解决 
: 
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引 间 小 姐 

来 得 正好 ， 

事先 还 这 不 是 有 手机 嘛 。 
想 着 来 电话 就 算 想 光 ， 

做 得 不 错 。 也 光 不 掉 啊 ! 





























原来 是 这 样 啊 ! 
从 前 我 采访 的 时 候 ， 
可 没有 这 么 方便 的 


所 以 ， 在 来 不 及 交 术 时 
常常 部 要 用 公用 电话 …… 


















































































































































除了 我 们 生活 中 常 出 现 
的 电波 以 外 ， 自 然 界 中 
还 存在 各 式 各 样 的 波 。 

































































































































































通过 电话 将 原稿 


ANN 
WO 


说 起 来 ， 
还 真是 多 亏 了 
无 线 电波 。 
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那 你 知道 这 些 波 三 一 一 
能 够 用 函数 表示 真是 三 向 话 
不 离 本 行 啊 ! 


出 来 吗 ? 比如 说 
“ecosb”。 





















































































引 间 小 姐 ! 

间作 顺便 提 一 下 ， 三 角 夯 数 对 于 西装 
将 西服 的 袖子 切 开 和 前 也 是 很 重要 的 哟 ! 
就 能 得 到 cos0 的 图 形 了 。 


Ml 
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引 间 小 姐 ! 快 看 那些 妇 人 们 。 
快 拍 那个 ! 正好 是 个 不 错 的 机 会 ， 
cosO!! 有 既 能 进行 采访 ， 


“radian”( 缴 度 ) 
是 角度 的 
一 种 单位 。 


在 以 O(0,0) 为 图 心 、1 为 
半径 的 加 上 ， 一 动 点 了 
从 点 A(1,0) 出 发 ， 洛 国 
周 移动 ， 所 经 过 的 国 心 
角 为 9。 


























































































































































































































所 移动 的 长 度 
(给 AP 的 长 ) 
形成 的 角度 
其 单位 就 是 
所 说 的 张 度 (rad)。 


Rl 


我 们 都 知道 
加 周 长 -2r ， 

再 比如 说 ， a 
我 们 会 得 出 , S 


rt 
90 度 = 了 张 度 ， 
180 度 = 弧度。 

















于 是 ， 这 个 跳 三 的 围 
转 过 了 6 弧度 时 ， 和 将 
了 点 的 x 轴 坐标 写成 
函数 ， 就 可 以 写作 


和 有 一 
这 就 是 所 谓 的 “ 那 也 
是 cos9”， 用 得 着 大 
叫 吗 ! 












同样 天 人 引 间 小 姐 ! 
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这 个 人 的 
脑 化 里 
到 底 … 
































快 看 !! 





osg 一定 是 在 
1 到 -1 之 间 
振动 的 。 








败 ， 随 着 9 逐渐 增 大 ， eosg 的 值 逐 渐 减 小 ， 变 成 
0， 最 后 降 至 -1。 然 后 又 逐渐 变 大 ， 经 过 0， 再 回 
到 原来 的 值 …… 如 此 循环 往复 。 





哇 ! 
老婆 疲 们 误会 
你 的 意思 了 ， 
殉 得 更 起 劲 了 ! 






























































2 os 是 垂直 投 时 是 啊 … 
y 可 是 ,您 全 着 太 
蓝 的 鼓楼 做 什 
很 意外 吧 ? 从 > SN 
如 此 在 大 的 与 只 个 -二 
庆典 ! | 
二 


















































jo 
A 






















































































































































































你 知道 吗 ? a 二 
影子 的 长 度 = 设想 到 。 人 
鼓楼 长 度 X eos0。 不 过 模 模 攀 类 人 
有 点 印象 
[ey 
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倾 针 于 地 面 放置 的 棒 AB， 


正 上 方 委 直 照射 。 


此 时 的 影子 (垂直 投影 ) 
为 AC， 于 是 可 得 影子 AC 
的 长 度 = 棒 AB 的 长 度 X 


C0s0。 


因为 人 OPQ 同 上 面 的 人 







就 是 说 ， C0s 表示 
ABC 各 个 角 都 相等 。 的 是 向 条 个 方向 投 
所 以 ， 两 三 角形 “相似 ” 影 时 的 缩小 率 。 





AB:AC=1:eos9， 于 是 可 得 
AC=ABX eosb。 






















































































倾 儿 角 为 6 ， 太 阳 从 它 的 
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是 比 cos0 滞后 了 过 出 现 相同 
值 的 函数 。 


也 就 是 说 ， 
接着 刚才 的 讲 ，x 轴 旋转 90 sing+ 3) =cos0 
度 ( 了 欢度 ) 或 是 了 四， sin0 E 
人 二 
= 
入 


Sin(g: 下 )=Cose 
Cos(8:* 玉 ) 
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我 会 陪 两 位 在 特别 席 ， 























不 会 出 事 的 ， 和 要 拍 些 淋 















































亮 的 照片 阿 ! 





















































































































































































































































来 吧 ， 
让 我 们 考虑 一 下 
C0s0 的 微分 与 积分 


实际 上 ， 同 微分 相 比 
积分 的 求解 更 为 简单 。 





请 放心 ， 就 交 给 
我 们 吧 ! 





从 这 里 可 以 位 晤 到 庆 
典 的 国 图 ， 会 有 助 于 
理解 。 机 会 难得 啊 ， 
快 来 试 试看 吧 。 
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(cosg xA6 的 和 ) 

=c0s0,(0,— 0,)+cos0,(0,— 0,) + 
+ecos6 ,(0,—0,,) 

把 它 变换 成 什么 形式 比较 好 ? 








看 看 这 个 图 ， 再 看 看 之 
前 的 图 ， 有 没有 注意 到 
一 个 很 巧妙 的 方法 ? 


以 (1，0) 为 起 点 ， 移 动 0 
角 到 达 点 P,P 点 的 切线 
PQ 同 y 轴 的 交角 也 同样 会 


( 圆 弧 414; 在 y 轴 的 投影 = 丸 44 时 


(4 出 的 长 度 )~ RE A1A2)x cosO, 
(0, -0,)x cosb, 
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(cosQ, sin@ ) 
外 
sinw=sing， A.(cosO,, sin 0,;) 


试 着 用 这 个 做 一 下 从 
0 到 cx 的 定 积分 吧 。 





(8 由 0 移动 到 a 时 ，cos9 xA9 的 和 ) 

=c0sQ,(0,— 0,)+cos0,(0,— 0,) + 
+cosb ,(0.-0,,) 

AtAAIt A A'=AiA! 


对 C0 的 积分 
就 会 得 到 
Sin。 


=sino 


就 是 这 样 吧 ! 


那么 ， 反 过 来 说 ， 

对 sin 微 分 就 会 
总 结 一 下 公式 
把 它 记 下 吧 ! 





125 





皮 cosgd0= sing— sin0 


因 以 ， 
(sin0) = cosb 
将 @ 中 的 6 替换 为 8 : 汉 试 试看 。 


(sin (0+ 3)) =cos(0+3) 于 是 ,有 (cosb)' = -sing 一 @ 


进行 微分 或 积分 之 后 ，sin 和 cos 之 间 会 相互 转换 。 


| 






































好 叭 ! 
那 就 试 着 来 一 段 
微 积分 之 幅 吧 !! 








《 编 舞 者 解说 》 人 
【将 双手 举 向 右上 ] 【 边 丙 边 向 左 转 】 【在 由 路 的 同时 
双手 在 前 方 拍 两 下 ] 
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徽 向 是 分 4 


通过 短路 也 能 明白 简单 的 
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引 间 小 姐 ， 
汪 二 小 拓 上 的 二 就 你 这 身 装 束 还 
味 我 连 一 半 孝 没 





咬 路 ! 

我 怎么 能 

和 你 们 两 个 人 
在 这 胡闹 呢 ， | 的 | 


明天 的 有 天 报 


Ca 
pe , /人 

















全 部 是 这 个 节 阅 得 ， 
这 下 麻烦 可 大 了 。 





他 自己 …… 
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真是 多 亏 了 电脑 和 电 
子 邮件 啊 ， 记 者 的 工 
作 也 发 生 了 变化 。 
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计算 机 采用 二 进 制 来 处 理 信 
息 ，1 比 特 对 应 0，1 两 种 模 
式 ，2 比 特 对 应 00，01，10， 

11 四 各 模式，3 比 特 就 对 应 8 

种 模式 ，n 比 特 就 对 应 

2" 种 模式 。 


一 种 可 以 表示 经 济 的 
发 展 随 着 时 间 变 化 的 


20 世纪 50 年 代 ， 
日 本 的 经 济 星 现 高 速 增长 ， 
年 增长 率 高 达 10%。 
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将 xx 比特 能 够 呈现 出 
的 模式 数 写 作 f(x) 的 
话 ， 有 f(x)=2*， 就 是 
所 谓 的 指数 函数 。 
指教 函数 ? 





那 时 ， 年 收入 500 万 日 元 的 
人 ， 次 年 的 年 收入 就 会 增长 
为 550 万 日 元 。 


薪水 比 前 一 年 高 出 10%， 
所 享受 的 商品 和 服务 也 就 
多 出 10%。 


竟然 有 如 此 好 的 时 代 ! 
要 是 我 的 话 ， 


一 定 要 疯狂 地 买 衣服 。 


















现在 ， 如 果 经 济 持续 10% 
的 增长 ， 将 目前 的 国内 生 
产 总 值 设 为 Oo， 那么 数 
年 后 ， 就 会 变 成 这 样 。 






严 年 后 的 国内 生产 
总 值 G, 是 多 少 呢 ? 





1 年 后 的 国内 生产 总 值 
G= GX1.1 
2 年 后 的 国内 生产 总 值 

GF= GX11=G,X1.P 
3 年 后 的 国内 生产 总 值 
G= GX1D 
4 年 后 的 国内 生产 总 值 

Ge GX 

5 年 后 的 国内 生产 总 值 
Gs= GX1.1’ 











GF= Goxl.0 = Gox1.95 
就 是 说 7 年 后 约 为 2 倍 。 





年 增长 率 为 C 
那么 ， 我 们 将 形 如 的 经 济 发 展 ， 
J 了 Co =mXe@r 的 函数 可 以 写作 形 如 


称 为 指数 函数 。 f=a,x(1+0) 
的 指数 函数 。 
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比特 也 是 一 种 指数 函数 
对 了 ， 我 们 刚刚 提 到 ， < 比特 对 应 Ga 种 模式 的 
比特 是 用 来 表示 信息 话 ， 吉 有 GO = 2 
和 不 过 ， 也 存在 通过 模式 数 

反 过 来 求 出 比特 数 的 “ 反 


函数 ”。 


简单 地 说 ， 就 是 反 过 2 种 模式 一 1 比特 | 
将 | 也 就 是 ， 
来 起 就 可 以 了 4 种 模式 一 2 比特 My 出 2 种 机 交 ， 


8 种 模式 一 3 比特 : NS 1 推出 比特 。 
: ”7 





那么 ， 假 如 要 将 由 ) Grd Ml 
种 模式 反 推 比特 数 的 

“1 的 反 画 数 ” ， 
写作 8 (及 的话， 你 
























































就 是 说 ， 和 g 的 关系 ， 
可 以 表示 为 g(f (x))=x， 
f(g0)=y. 





也 就 是 ， 
6 log,2=1,log,4=2, 
pe lo log,8=3,log,16=4, 
为 “对 数 函 数 ”， 用 符 E 


号 “log” 进行 表示 ， 
你 要 记 好 易 ! 


8(y)=logay. 





1.， 反 函数 :Inverse Function。 
2 对 数 函数 :Logartithmic Function。 
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虽然 指数 和 对 数 很 方便 ,不 过 在 我 们 目前 所 给 出 的 定义 
中 ， f(O=2* 中 的 x 仅仅 为 自然 数 ,而 g(y) =log,y 中 的 
yy 也 仅 限于 2 的 指数 形式 .其余 的 , 像 2 的 -8 次 圳 、2 
的 3 次 害 、2 的 V2 次 圳 、log, 5 和 log, x 等 ,都 不 在 我 


们 定义 的 范围 之 内 。 





因此 ,我 先 来 讲 一 下 ,通常 要 怎样 
对 指数 和 对 数 进行 定义 。 
















| = 增长 率 = 《年 后 的 值 )-( 现 在 的 值 )_ f(x+D)- f(x) 
Te (现在 前 值 ) J 


3 就 从 这 个 式 子 开始 吧 ! 


四 

















那么 ， 将 它 进 一 步 写作 “瞬时 增长 率 ”， 就 会 得 到 这 样 的 式 子 。 


= | (所 经过 的 时 闻 ) ] 的 理想 值 | 





(现在 的 个 
_f yere-fa 1 
| -人 证) (其 中 , 令 e 一 0) 
aii Pr OREO) 
| -J 多 


总 之 ， 国 间 赔 长 率 " -0 ， 
0 


如 此 定义 就 可 以 了 ! 





此 处 ， 我 们 设 “瞬间 增长 率 ”为 常 函数 ， 即 


了 四 - 。 (ec 为 党 
J (c 为 常数 )。 


| 特别 地 ， 令 c=1 时 ， 求 出 满 中 


下 = 
7 1 的 函数 f(x)。 


要 求 出 这 个 数 ， 该 怎么 做 呢 ? 
| 


首先 ， 将 其 类 推 为 指数 函数 试 试看 。 

由 于 f= /00 一 

所 以 ，fO= f(0) = 六 

在 此 ， 如 果 h 足 够 接近 0 的话， 回忆 一 下 我 们 学 过 的 
f(h) FOh-O) + F(O). 
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由 @ 得 /~JOp+7(O) 
fm) ~f(O1+h) 一 @ 
然后 ， 如 果 x 足 够 接近 所 的 话 ， 就 会 有 
SO ~ 三 (DC- 有 + 
近似 
因此 ， 先 将 x 看 做 24，( 并 且 使 用 /和 《h)=f(h)) 
(2h) ~ 了 (hh+f(h) =f(h)(1+h) (此 处 将 @ 代 入 ) 


~ {f (OL+A)}1+h) = (0(1+h)y 
即 ， 


2h) ~f (ON(1+h) 
依次 类 推 ，3h，4h，5h，……… 逐一 进行 ， 只 要 mh =1 的 话 ， 便 会 有 ， 
f(D=f (mh) ~f(0(1 + hy 
同 理 有 ， 
72)=f QQmh) ~f (ON + Hh)™ =f (0){(1 + Ah)"} 
3)=/ (3mh) ~f (O01 + h)™ =/(0){(1 +h)"} 
即 ， 
/~/O) Xa ( 令 a=(1+h)"), 


由 此 ， 可 以 看 出 一 个 大 概 的 指数 函数 的 样子 。 | 
ss 











※ 注 1 
mh=1， 所 以 ，h= 上 上 。 了 是 ,有 70-7o 人 ra 
m m, 
其 中 ， 当 m 一 2 时 ， (二 - e. 
m 


即 ，f(1)=/(0) Xe， 这 与 之 后 的 内 容 (第 139 页 ) 相 一 致 。 
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S 














其 次 ， 既 然 /(x) 确 实 存在 ， 我 们 就 一 定 要 将 它 找 出 来 。 





f(%) 的 微分 ， 从 克 ) 中 的 f"(X) = f( 闪 可知， 就 是 其 本 身 ， 
这 一 点 很 清楚 。 那 9(y) 的 微分 是 什么 呢 ? 


























1 
"0)= _ @ 一 | 通才 
g'0) FG 四 样 
NE 由 此 可 见 ， 反 负数 80) 的 微分 ， 
Po 、 
| 0 > 四 





这 样 的 话 ， 我 们 使 用 “ 微 积分 的 基本 定理 ”， 可 得 ， 





=e0 -ed) —® + 


此 处 ， 我 们 先 假设 g(1)=0 的 话 …… 


我 们 已 经 知道 g(C)= 二 ,那么 所 
谓 的 g(@), 就 是 对 上 从 1 到 @ 





了 
积分 所 得 到 的 函数 。 





























| 
aa aa we 
1. 如 第 75 页 所 示 ， 但 = ft) 的 反 函数 为 x=g(D 时 ,f(g 人 (2)=1。 
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是 反比 例 函 数 的 图 形 啊 ! 











| 一 我 们 将 从 1 到 a 的 范围 内 ， 图 形 与 y 轴 所 夹 的 面积 定义 为 函数 g(a) 。 
| 这 就 是 函数 真实 的 状态 。 就 是 说 ， g(Q) 是 一 个 有 明确 定义 的 函数 ， 


| < 可 以 是 分 数 , 也 可 以 是 V2 。 
| AAA 
国 为 z= 二 是 一 个 具体 的 数 ， 所 以 也 能 够 得 到 确切 的 面积 。 从 


| A N 
由 了 SOD= 人 于 由 =0, 所 以 ,有 全 二 由 =g 四 -80D， 满足 @ 式 。 这 样 一 来 ， 

















我 们 就 可 以 知道 反 函 数 g0) 的 原形 ， 进 而 我 们 也 可 以 知道 原 函数 /CD0 了 。 | 





de 
怎么 灵 得 
那么 厉害 啊 !? 
































四 


























可 将 了 (中 看 作 是 增长 率 。 


f(%) 
请 是 下 1 的 y=/(9， 是 增长 率 为数 1 的 本 数 。 
它 是 指数 函数 的 一 种 。 并且， 满足 
109=f() 一 廊 


将 y=f(x) 的 反 函数 写作 x=g(y)， 于是， 有 


, 1 
8gO)==- 一 一 次 六 
了 


反比 例 了 数 hy) = 让 图 形 的 面积 h() 为 


将 它 定义 为 g(a)， 此 函数 满足 妆 女 以 及 g(1) =0， 是 /(x) 的 反 函数 。 


z 








使 得 g(y) = 1 的 y， 也 就 是 将 从 1 到 a 的 范围 内 





e 是 一 个 约 为 2.7 的 
无 理 数 。 了 与 2 办 所 炎 的 面积 为 1 的 4 让 为 < 和 为 自 相 对 











数 的 底 ) 
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因为 ft) 为 指数 函数 ， 可 以 将 其 写作 
f(x)=aoa” 其 中 ao 为 常数 )， 于 是 有 
f(g()=/(0)= a =a, 
又 因为 f(g(1))=1， 所 以 有 ao=1， 

即 f(x)=a 
f(g(O)=f0)=a, 
又 因为 f(g(e))=e， 
所 以 ，e=a'。 

综合 以 上 可 知 ， (Co = er 


反 函 数 g(y) 为 log。y 也 可 以 写作 Iny， 底 数 为 e 的 情况 通常 做 如 此 简写 )。 





将 之 前 中 ~ 











加 





中 的 f(x) 和 g(y)， 改 写成 e 和 Iny 





加 f=/0) (0) =er 





图 


g'0)= 沙 司 (my)'= 小 








回 
四 





i 
a y=Iny 











S| 


比特 的 函数 2" 是 对 全 体 实数 定义 的 ， 也 可 以 将 其 写成 
f(x)=ew?* (x 为 全 体 实数 )。 

这 是 因为 ex 和 lny 是 互 为 反 函 数 的 关系 ， 所 以 
er=2 

因此 ， 对 于 全 体 自然 数 x 有 
JCD=(enJ=2。 
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让 
二 
4 3 Ss 和 
r= 如 2， r=, Vr=x5, 本 3 


诸如 以 上 种 种 函数 都 可 以 表示 成 JCo =x“ 的 形式 。 





对 于 Jo0) = 次 ， 有 大 


























| 
| 
此 时 ， 通 常 有 如 下 公式 成 立 。 
| 
| 
| 
| 


( 例 ) 
对 于 /GO = 上 ， 有 
x 


对 于 /GO = 并 ， 有 =GD)'= 


(证 明 ) 


f= = = 
因此 ， 

| Inf(x)=a Inx。 

两 边 同时 微分 后 ， 


高 x/om- =axl 


所 以 ， 


f= Xl Xf axl Xxxr=a Xxx" 





| 
| 
[ 





因为 e”=x， 所 以 我 们 可 以 将 /(x) 表 示 成 如 下 形式 : 
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分 部 积分 公式 
设 h(x)=/(x)g(x)， 则 由 积 的 微分 公式 ， 可 得 

M0) =f Cg) +f O80). 
所 以 可 知 ， 微 分 后 为 (x)g(x)+f(x)g'(x) 的 函数 ( 原 函数 ) 就 是 (x)g(x)， 
根据 微 积分 的 基本 定理 可 得 ， 


f° CY) +7 0)8 dr =/ (Welb) -f(a)e(o) | 
结合 和 的 积分 公式 ， 便 可 以 得 到 如 下 公式 。 









4-3 | 分 部 积分 公式 


太 7rsejtc+ 矿 relgodz=7ogOD)-7lgGa) 














(应 用 举例 ) 求 /xsin xdx。 


根据 分 部 积分 公式 ， 设 /(x)=x, g(x)=cosx,a=0, b=n。 于 是 ， 有 


fr eosr d+" x(cos)'dr = cos x. — 0Xcos0, 


fcosr dr— fxsinr de=—n, 


因此 ， 可 得 


fixsinr dr= [Vcosr de tn =sinr-sin0 + 下 =T。 
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Ps9606 


1 (D) tanx 是 通过 3 二 定 义 的 函数 ， 求 tanx 的 导 函 数 。 


| GO) 计算 人 as 
2. 求 令 f(x)=xe' 中 x 的 最 小 值 。 


3. 求 [2xnrdx。 





(提示 : 设 /(x)=x,g(x)=Inx， 再 进行 分 部 积分 ) 
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好 气派 有 ! 







































































































































































































































































我 去 谈 点 事情 ， 
你 就 在 大 厅 等 我 吧 。 
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NS 


外 2 WO | 


A 
ES) 
a 




















事实 上 ， 从 那 以 后 
也 有 人 向 我 们 
寄 来 揭发 信 。 


我 们 经 多 方 查证 已 经 证 
实 这 封 信 的 可 信和 度 。 























这 件 事 我 帮 不 

上 什么 忙 。 ir 
不 过 我 可 以 把 手边 > 
一 些 尚 未 整理 好 的 
采访 数据 借 给 你 。 






























































真是 太 感谢 了 …… 


QA 
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抱 数 ! 



















































































没 想到 你 会 中 来 。 





这 个 就 是 


让 我 考虑 一 下 …… 泰勒 展开 '。 






















































































我 实在 太 好 奇 了 ! 



















































































K 企 业 可 是 我 们 


展 访 报社 一 个 很 
重要 的 赞助 商 。 


如 果 K 企 业 的 不 法 
行为 被 明光 的 话 ， 
一 定 会 从 我 们 报社 


有 有 ? 








































































































































































































































































































1 泰勒 展开 :Taylor's Expansion。 
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例如 对 于 函数 f(x)， 


所 谓 徽 分 ， 用 一 向 话 概 是 为 了 将 事物 简单 全 p= ao,4= (oO， 








括 它 的 作用 吉 是 “近似 化 ， 进 行 粗 咯 的 估 则 在 距 x= a 很 近 的 地 方 ， 
一 次 函数 ”。 计 而 采用 的 近似 。 就 能 够 将 /0 近似 为 
对 吧 ! f(W~q+p(x-a) 






这 样 的 一 次 函数 。 


























是 啊 ， 






但 是 ， 也 有 将 起 知道 的 事物 







近似 为 二 次 函数 或 三 次 函数 像 那个 瘦身 后 
的 情况 存在 。 又 反弹 的 男 偶 
像 K 的 例子 。 




































































































































若 1 年 后 还 款 ， 
那个 例子 需 还 M(1+x)， 
并 得 太 久 了 ， 若 2 年 后 还 款 ， 
我 们 再 举 一 个 。 需 还 M(1+x) (1+x), 
nn 年 后 还 款 ， 则 需 还 
用 (1+x)" 可 以 写作 …*… 
年 利率 为 x 时 ， 1+2)"= 1+nX + Mad + nt- Dh-2dx2 + 
借 出 了 M 日 元 。 ( ) < 
本 这 种 形式 sa 。 
※ 注 1 (1+x)"=1+4ClxtCix 叶 CIx 和 ++ Cx" 
这 个 是 二 项 式 展开 公式 ， 其 中 C= HE 
tn, Ce ME 二 D ，Ca- nn Da-D),.., nn Dtn-(r—D)) 
Gn, GT C= 6 C= A 
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我 们 只 取出 前 面 的 部 分 但 是 
(1+x) "可 以 用 一 次 函数 
1+mx 进 行 近似 。 


实际 上 ， 这 样 做 太 
过 粗略 ， 结 果 并 不 


本 理想 。 
(1+2)” ~ 1+nx 二 















































































































































那么 ， 只 需 使 用 二 次 
函数 做 近似 …… 


要 是 引 间 一 时 驮 忽 ， 
借 了 过 多 的 钱 而 身 陷 
债务 危机 。 













































































请 、 请 等 一 下 ! 我 们 不 要 慌 ， 你 就 再 稍 
报社 为 什么 会 用 到 素 微 了 解 一 点 吧 。 
勒 展开 !1? 
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Mn- 1) 
2 - 


(1 + 1 +nx+ 























对 于 一 组 满足 nx=0.7 的 n 和 x 来 说 ， 





(tl+tmt 1+mm+ 二 Oo- 


~1+07+ 广 X07=1945~2 


[不 利于 借款 人 的 计算 方法 ] 





将 这 个 式 子 稍微 做 一 下 变形 ， 就 能 得 到 
一 个 很 有 趣 的 法 则 。 





1 
Te 


| 


因为 很 接近 0 而 被 忽略 。 





就 是 说 ， 如 果 mx =0.7， 则 (1+*)" 约 等 于 2。 将 其 看 待 成 法 则 的 话 ， 


(借款 年 数 )X( 利 率 ) = 0.7 时 ， 还 款额 约 为 借款 额 的 2 倍 。 
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请 你 了 解 这 一 点 。 





通过 这 种 二 次 函数 做 近似 ， 是 相当 有 趣 的 事情 。 在 此 ， 我 们 再 来 
思考 一 下 利用 更 高 次 圳 多 项 式 做 近似 的 情况 。 实 际 上 ， 给 出 “无 
限 次 ”多 项 式 ， 并 不 是 在 做 “近似 ”， 而 是 进行 “完整 地 ”展开 ， 








例如 ,f(x) = 去 ， 


Cg=) =1+x+e+m+z-( 无 限 延续 下 直 ) 





注意 ! 这 里 不 是 ~ 而 是 “=”! 














令 x=0.1, 


1 10 
C0 PR EN 
Wd I= 09 4 


右边 为 1+0.1+0.+0.1+0.1+… 
=1+0.1+0.01+0.001+0.0001 + 
=1.1111111… 


然后 ， 再 具体 计算 一 下 于 0 


两 者 正好 相 一 致 




















有 ao 


般 的 函数 (不 过 , 要 能 够 无 限 次 地 进行 微分 )f(x)， 能 被 表示 成 如 下 形式 时 ， 


f=a0taxtar tart+ax" + 


我 们 就 将 右边 称 为 /(x) 的 “泰勒 (Taylorn) 展 开 ”。 





这 个 公式 ， 在 包含 x=0 的 某 个 限制 区 域内 ， 才 意味 着 函数 
f (0) 同 无 限 次 多 项 式 是 完全 一 臻 的。 然而， 一 旦 超出 了 这 个 


限制 区 域 ， 那 就 意味 着 右边 将 会 变 成 一 个 “无 法 确定 ”的 数 ， 
请 务必 注意 ! 








四 在 刚刚 D 式 的 两 边 代入 x=2。 | 









} 1 
左边 = 记 了 =-1 





瞧 ， 是 不 是 变 成 一 个 


: 无 法 确定 的 数 了 ? 
右边 =1+2+4+8+ 16+… 一 





(顺便 指出 ， 式 子 O 只 有 对 满足 -1<x<1 的 x 才 是 成 立 的 。 这 就 是 泰勒 展开 的 限制 区 间 。 | 
特别 地 ， 我 们 将 这 个 -1<x<1 称 为 收敛 域 。) | 


1. 收敛 域 :Circle of Convergence。 


152 第 5 章 泰勒 展开 














对 于 f(t)=@taxt or +art+. 


+ a + 


试 着 求 系数 a 是 多 少 。 


首先 ， 代 入 x= 0， 由 0) = wm, 可 知 0 次 常数 项 a 为 1(0)。 
然后 ， 对 @ 进 行 微分 。 


f 00D=a+2ax + a+ + Na + 


将 x=0 代 入 @, 由 /'(0)=a, 可 知 一 次 系数 a 为 /人 (0)。 


继续 对 @ 进 行 微分 。 


f "0)=24+6ax+"+ n(n a + 


代入 x=0， 可 知 二 次 系数 as 为 (0)。 
对 @ 进 行 微分 ， 


1 "00)=6a+ "+ n(n — Dn— Za +, 
由 此 可 知 , 三 次 系数 为 5 0。 
持续 进行 这 种 运算 ，n 次 微分 后 ， 就 应 该 得 到 


f° =nn- 1) X2X1a,+, 


其 中 /(x) 表 示 n 次 微分 后 的 f(x)。 


由 此 可 知 ,n 次 系数 a, 为 十 了 (0)。 


凡 ， 读 作 “n 的 阶乘 ”， 它 表示 nX(n- DX(n-2)X…X2X1。 





= 


= 
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那么 ， 

这 个 开场 和 有 我 们 报社 完 况 就是 说 ,( 徐 勒 展开 的 ) 
陷入 什么 困境 ， 左边 Jo 是 赞助 商 ， 
为 什么 要 用 那 右边 的 大 后 方才 是 我 们 


= 报 业 大 户 K 十 报 业 大 户 M 
+ 展 访 报 社 


反正 是 微不足道 的 ， 
所 以 ， 只 要 管理 层 一 
换届 ， 还 是 会 继续 赞 
对 于 K 企 业 来 说 ， 助 的 。 
给 我 们 的 投资 ， 
就 如 同 三 次 微分 后 
三 次 项 系数 那样 的 
微不足道 。 





你 在 总 社 的 时 候 ， 
在 哪里 喝 东 西 啊 ? 
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风 ! 那个 家 伙 ， 
日 本 摄影 大 奖 


最 年 轻 的 获得 者 ， 人 
| 
| 
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i 已 这 里 的 人 们 

































































那 边 的 是 日 本 服装 设计 界 
的 泰 半 中 国 先生 。 


R (9 


先 听 听 业 内 人 士 的 
热烈 讨论 吧 。! 























对 /9 进行 泰勒 展开 ， 便 有 





/=f@+ 十 7+ 吉 1 OP+ 二 /ett 二 J (Oe+… 


| 
上 述 公式 中 ， | 
(0) 一 0 次 的 常数 项 a=f (0) 一 一 (A) ] 
f(x 一 1 次 项 a=f (0) —(B) | 
二 /oz 一 2 次 项 ea 二 /oO —(O 
1 wm 
到 /om -3 而 oa 二 7 一 四 | 





(2 因此 ， 可 以 说 泰勒 展开 是 一 种 函数 近似 的 好 方法 。 


关于 进行 “泰勒 展开 ”的 条 件 或 者 收敛 域 的 介绍 ， 此 处 从 略 。 

使 用 这 个 公式 ， 验 证 一 下 第 151 页 的 GD 看 看 吧 。 
| yn "=_2 

A /WO=0- 天 有 后 二 





jg=- 


站 入 (本 


JO=L 7O=D 1"0)=2, f"(0)=6, … /0)=nl 


所 以 ， 





/=JO+ 十 /Ox+ 训 /Ot 二 J+ 二 JO) + 


=1+x+ X27+ lL X60+ +L nit 
2! 3! ml 





= 1 +X 





bi 现在 的 公式 是 “在 x= 0 附近 相 一 致 的 无 限 次 多 项 式 "。 不过， 一 般 地 , 在 x= a 附 | 


近 的 相 一 致 的 多 项 式 的 公式 ， 如 下 所 示 ， 请 大 家 在 第 176 页 的 练习 问题 中 再 做 验证 吧 ! 





7JQ=1O+TTOG-at+ 二 fo 中 


而 


着 二 Je-aP+…+ fOr + 
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平方 根 的 泰勒 展开 


设 /Q=VIE (1+ 





7TO= 二 0+ oY 





7" 
因此 ， 

Re 
由 ft0)= 地 ,7"0) 


多 
X (+ 








可 得 ， 
/Wit 





at 
=1+ 羡 x+ 省 X 





| 
| 
| 











3] 对 数 函 数 In(1+x) 的 泰勒 展开 
设 /jg)= ln(l+ 习 





/= 0 


+ "0) =201+ 





=-6(1+7)™, 
/0)=0, 1(0)=1 1"(0)=-1 "0)=21, 
/0)=-3t 





因此 ， 


=0+x- 工 2+-Lx21 
In(1+)=0+x- 方 2+ 下 X21X 


-二 sp 


(la=x- 二 + 于 -二 x+ 


+CDm Tt 





























1=/(0)=/0=/ 0)=/"0) = 

EN 1 和 1 1 
e+ 再 24 二 D+ 有 Ee 证 下 4 
将 r=1 代 入 ， 


在 第 4 章 中 
我 们 曾经 讲 过 


e 约 等 于 2.7， 
在 此 ， 给 出 完整 的 计算 公式 











= 








三 角 函 数 的 泰勒 展开 


令 /(W)=c0s 

Ja=-sinr "(0) = cosr, 7)=sinr、 
多 、 

是, /(0)=1、 /0)=0、 /"(0)=-1、 
JO=o "(0)=1, ~ 

因此 ， 











Carlee- 直 xxaat 叶 xoxa 


二 x 


i 
+ 





同 理 可 证 ， 


Ty (ee 
Sinx =x -HX + 


+ 本 tt 
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泰勒 展开 就 是 将 复杂 的 函数 改写 成 多 项 式 。 
比如 说 In(1+x) 的 图 形 ， 你 画 得 出 来 吗 ? 








毕竟 ， 要 将 复杂 的 函数 世界 解释 清楚 ， 做 “近似 ”是 一 种 必要 的 
手段 。 








刚刚 的 例子 ， 使 用 了 In(1+ 交 =x 一 让 x+ 直 x 二 x 人 +… 


想 想 看 你 能 从 泰勒 展开 中 得 出 什么 结论 。 











3 次 近似 ， 

1 次 近似 

1 和 

(1+ 如 =0 + 一下 大 + 
2 4 

0 次 近似 

“一 2 次 近似 






















/ | 
| 

首先 看 0 次 近似 ， 在 x=0 附 近 时 有 In(1+x)~0， 

这 意味 着 什么 呢 ? | 

| 





唱 、 别 .… 就 是 说 ， 它 意味 着 在 x= 0 处 ,109 的 值 为 0， 
说 明 图 形 经 过 点 (0，0)。 


说 的 没 错 。 接 下 来 看 一 次 近似 ， 
在 x=0 附 近 ， 可知 y=f(0 大 约 
近似 成 y=x。 所 以 ， 这 就 意味 着 
在 x= 0 处 ,函数 处 于 递增 的 状态 


(一 次 近似 : 切线 方程 





















再 进一步 看 二 次 近似 ， 
在 Xx= 0 附近 , 想 想 看 





1 
In(1+X)~x—=x? 
(1+X) ~x pe 


的 图 形 。 这 意味 着 什 
么 呢 ? 


这 意味 着 在 x= 0 附近 ，y=f 00 大 约 近似 y= x 


Xx=0 处 ， 函 数 的 图 形 是 向 上 凸 起 的 。 
(二 次 近似 : x= a 处 的 四 凸 特性 ) 





保险 起 见 的 三 次 近似 1! 
在 x=0 附 近 ， 





ln(1+X) ~ x+ Te 


(三 次 近似 : 对 二 次 近似 的 误差 












因此 , 在 
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哎呀 ， 还 得 说 是 宾馆 一 开始 就 在 这 儿 的 话 
里 的 酒吧 ， 适 合 自在 1 不 就 好 了 。 
地 聊天 啊 - 人 D3 











































































































































































































































































































































































关 社 长 ， 
您 有 什么 感觉 ? 






话 虽 如 此 ， 不 过 
要 是 在 那 家 店 多 聊 
会 儿 就 好 了 …… 
























































不 过 ， 一 眼 就 能 看 出 
他 们 都 很 阁 重 关 社 长 。 


净 是 些 获 过 各 
类 大 奖 的 知名 
人 士 。 
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关 社 长 ， 


也 心甘情愿 吗 ? 









, 说 得 好 像 谁 者 会 用 概率 论 进行 
我 能 在 某 个 酒 壕 同一 《网 思考 一 样 ， 并 不 是 谁 者 可 以 的 。 
流 的 记者 并 肩 吗 酒 的 \ Gy/ 

概率 会 是 多 少 呢 
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即便 是 刚刚 的 那些 人 拼命 地 去 做 自己 想 做 的 事 


也 是 不 会 的 。 只 不 过 是 在 等 候 命运 的 
他 们 在 各 自 的 领域 SR 


安排 的 时 候 ， 没 出 什么 差错 
要 了 。 


~ 








































































































































































































































































































对 了 ! ee | 

说 到 ! 我 是 教育 专 页， 

概率 ! 难道 现在 又 要 你 是 社 里 的 宝 
讲课 了 ? 责 财产 。 


















































































































































163 


在 用 概率 来 分 析 不 确定 性 
事件 时 ， 最 常见 到 的 就 是 fw 旨 、 到 
“ 正 态 分 布 ""。 














































































































































































































所 谓 概率 密度 函数 ， 真 对 不 起 ， 这 个 人 
就 是 平移 之 后 同 画 把 它 写 消 了 ， 请 再 
1 
数 flo=ez 成 比 
例 的 函数 。f(x) 的 图 
形 如 这 幅 图 所 画 的 
一 样 ， 是 关于 y 轴 对 
称 ， 形 似 “ 吊 钟 ” 
或 “头盔 ”的 图 形 。 


在 金融 业 中 ， 人 们 相信 
股票 的 投资 收益 率 也 服 


很 多 不 确定 现象 的 数据 
分 布 都 可 以 用 这 个 图 
形 估计 ， 一 个 典型 的 例 
子 ， 就 是 人 和 动物 的 身 
高 都 服从 正 态 分 布 。 


还 有 ， 考 试 成 绩 的 分 布 ， 
也 是 由 于 这 一 原因 ， 将 成 
绩 单 按照 正 态 分 布 划分 成 
五 个 评价 等 级 。 





1. 正 态 分 布 : Normal Distribution 
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是 的 ， 完 竟 出 现 哪 面 是 不 
确定 的 ， 不 过 两 个 面 出 现 
说 明 一 下 投 硬币 这 件 事 也 py 
是 服从 正太 分 布 的 。 7 
































出 现 正面 的 概率 是 ? 









































上 面 这 幅 图 就 是 一 下 子 投 出 
20 枚 硬币 后 ， 将 出 现 正面 的 
轨 数 作为 横 坐 标 ， 同 时 将 出 
现 该 枚 数 的 概率 作为 纵 坐 标 





1 337 911311719 
抛 出 20 枚 硬币 时 出 现 正面 的 枚 数 





0.5 
0.4 
0.3 





0.2 





0.1 











没 错 ， 正 态 分 布 的 图 形 


0 
-4-3-2-10 1 2 3 4 几乎 都 是 可 以 重 双 的 。 
标准 正 态 分 布 
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实际 上 ， 将 B.(x) 定 义 为 “ 报 
出 n 枚 硬币 时 ， 出 现 正面 的 概 

率 ”* 和 I 画 出 g,(x) 的 图 形 4 赵 | 

近 于 +oo……- 和 


-放大 四 一 忆 


9 

















那个 式 子 刚刚 也 写 
过 了 ， 不 必用 到 两 





| 投 出 枚 硬币 后 ,可 以 用 二 项 式 分 布 来 概括 所 有 出 现 x 枚 正面 的 概率 。 
例如 , 求 投 出 5 枚 硬币 后 , 出现 3 枚 正面 的 概率 。 
出 现 “ 正 正 反正 反 ” 的 概率 为 


人 
二 x 一 x 一 x 一 x 一 =[ 一 
Fe 加 


另外 ， 这 种 情况 有 为 C3 种 ， 所 以 其 概率 为 Gea 通常 写作 cf 人 (让 
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用 二 项 式 分 布 
将 8 写作 …… 




















































f(x) 的 图 形 以 x= 0 为 中 心 | 上 
左右 对 称 ， g,(x) 的 图 形 以 
为 中 心 左右 对 检 。 




















































































































沙 
二 泌 
EE\ YA 己 
wf 2 
> 作 1 
我 
的 鸣 
杯 鸣 [ 
0 s, 其 
> 


以 82 为 基准 
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记 9 














| “< Ts A 


sl 







































































咖 、 接 下 来 ， 由 中 心 二 为 标准 偏 盖 

处 开始 以 每 站 为 一 > 没 学 过 统计 的 人 

2 2 就 权 且 将 它 理解 

个 单位 ， 对 x 进行 间 te 

位 变换 。 

Q 
5, 
SN 己 
纤 

3 = 一 各 

居 本 

然 sp 

五 INC Ne - 

祝 托 
| 人 | 
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规定 z 满 中 hnoo= 的 ] (2)! 
加 z= 并 将 其 代 入 ( 旦 + 下)! (8 看 z) 


两 边 取 对 数 **!。 


A hrw 






































































































































































































































= On 人 JI+nG) (3)! A 二 z)-/ n 丛 - 槛 中 


我 们 换个 地 方 ， 再 
来 计算 这 个 吧 ! 












































※ 注 ! 此 处 使 用 ln ab =ln at+lnb 
二 过 =ln d-inc 
3 
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那 响 们 这 或 回去 吧 ! 

























































































对 In(ml) 做 近似 。 

Inm!=Inl+In2+In3+.…+Inm 

如 右 图 所 示 ， 就 是 在 Inx 的 图 形 下 

所 覆盖 的 长 方形 的 面积 。 

| mm 

lIn2+*…+tinm~ f Inxdx 
近似 


(xlnx-x)'= mxtxx 二 -l=Inx 





因此 ， 





| 因 Inxdx=(mln m-m)-(1n-D 
=mlnm-—mt+l 
=m(lnm-1)+1 


所 以 ， 可 以 得 到 如 此 近似 :Inm! ~ mInm。 


近似 
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算 了 ， 还 是 顺便 一 
在 这 里 讲 完 吧 ! 

我 们 就 用 In ml mlnm 

(参见 第 170 页 ) 



































































































































人 he 号 人 + 号 tn 号 - -但 + 有 ln (3 下 -| 但 -到 o 食 受 z) 


整理 ， 得 


A (CD nA) 


化 式 经 过 了 如 此 变形 ，| 二 + 区 了 -am 他- 委 直 -a2 snl- 灾 








好 叭 ! 现在 就 要 使 用 你 期 待 | 
已 久 的 泰勒 展开 了 1! 
























并 且 ， 若 的 值 非常 大 ， 1 
Ll 过 0 S 
一 刻 天 相当 接 迁 

的 。 只 要 z 为 一 个 国定 值 ， 

J ,也 必定 是 接近 0 的 。 

n 
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我 们 就 能 得 出 


nh ~ 





即便 是 在 In 的 泰勒 展开 中 出 现 了 xX 或 更 高 次 项 ， 也 不 会 对 
h(x)(m: 相当 大 ) 的 形式 造成 影响 ， 要 是 还 不 放心 的 话 ， 我 们 1 


可 以 斌 着 算 一 下 la(1+ 朋 -1 请 + 时 的 情 观 ， 在 z 项 系 
数 的 分 母 中 会 存在 着 n， 当 一 吕 时 该 项 收效 于 0， 所 以 可 
以 息 略 不 计 ， 这 一 点 是 能 够 验证 的 。 


















































































































那 正 态 分 布 …… 除 了 身 
高 、 投 硬币 这 些 之 外 ， 
就 没 其 他 的 应 用 了 吗 ? 
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你 不 会 是 又 想 问 它 是 否 会 适 | 这 个 扯 远 了 吧 
用 于 恋爱 吧 ? 当然 不 行 


7 1) \ 


那 要 是 自然 的 
纯真 的 爱情 呢 ? 


NS 


了 解 了 吗 ? 不 要 试图 妄想 这 个 世界 
上 会 发 生 “ 与 无 数 次 搓 硬 币 后 的 结 
果 相 似 的 事件 ” 





现在 既然 知道 了 
投掷 硬币 的 结果 
近似 地 服从 正 态 分 
布 ， 对 于 恋爱 来 
说 ， 出 现 正 态 分 布 
的 情况 也 不 是 没有 
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但 是 ， 关 社 长 ， 说 真 
的 ， 您 还 真是 个 单纯 





不 管 怎么 说 ， 
它 都 只 限于 
那些 随机 的 


不 确定 的 现象 。 


不 灵活 运用 


就 会 坏事 的 …… 

















搞 不 懂 你 是 怎么 想 的 。 








gp 




































































1. 求 JCD =e-* 在 x=0 处 的 泰勒 展开 。 
2. 求 J(D = 二 L_ 在 x= 0 处 的 近似 二 次 函数 。 
i 


3. 请 自行 推导 一 下 漫画 中 出 现 的 f(x) 在 x=a 处 的 泰勒 展开 公式 。 
也 就 是 求 


f=0+ta(r-ata(r-a t+"+a, (x-a) + 


时 的 an。 
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第 6 章 
从 多 个 因子 中 
仅 取 其 一 即 为 偏 微分 
















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































为 什么 ? ‘~ 你 为 什么 
为 什么 要 回去 ? ; | 这 么 间 ……… 
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可 是 .iv 
“一 定 是 出 于 某 种 原因 
才 会 有 这 样 的 结果 ” 


这 是 记者 每 日 
必修 的 功课 ! 
是 要 时 刻 铭记 的 ! 





原因 和 结果 …… 
吻 ， 好 怀念 它们 
有 -。 记得 当初 是 从 
它们 开始 学 起 的 。 


入 的确。 到 日 前 为 止 ， 我 
们 所 说 的 画 数 都 是 采用 
“一 个 原因 、 一 个 结 
果 ” 这 样 的 类 型。 





但 是 ， 世 上 的 事物 并 不 是 
如 此 简单 的 。 我 的 此 香 调 
动 ， 也 让 人 琢 麻 不 选 。 








这 次 大 概 是 多 个 原因 混 
在 一 起 才 会 产生 了 总 社 
调动 这 样 的 结果 吧 ! 
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就 关 社 长 而 言 ，x 是 
好 文章 ，) 是 出 色 的 表 


换 成 引 间 的 话 ，Xi 是 上 个 月 的 
差错 ， 攻 是 这 个 月 的 差错 ， 结 
吕 吓 } 果 就 是 要 被 炒 鲍鱼 啦 。 
还 没 开 清 楚 

是 怎么 回 事 呢 。 


现 ， 如 此 一 来 ， 才 会 





好 只 好 叭 1 
我 快要 离开 了 ， 
正 国 为 如 此 ， 

下 我 们 才 要 抓紧 时 间 。 




















赶快 把 基础 知识 都 掌握 了 。 
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如 刚才 所 说 ， 


左边 的 函数 

可 以 记 作 对 于 存在 两 个 原因 的 函 
z= g(xy), , 数 ( 称 为 二 元 函数 ), 我 们 
先 来 举 几 个 例子 。 


右边 的 函数 
就 可 以 记 作 
y= h(x x xx0。 





i 
| 全 ' 以 速度 v， 将 物体 从 地 面向 上 抛 出 ，! 秒 后 物体 的 高 度 为 MKwD。 


于 是 , 有 MtwD)=w 49 (m)。 





依 2 闻 水 中 能 够 沿 解 闪 挤 ， 本 水 的 浓度 为 rc 。 





此 时 , /(% 力 = 一 一 -x100%。 
ty 





@; 某国 家 拥有 机 械 设备 ( 称 为 资本 ) 的 量 为 K， 劳 动力 的 量 为 了 时 ， 能 够 生产 的 
商品 总 量 (GDP: 国内 生产 总 值 ) 就 可 以 记 为 KL,K)。 





在 经 济 学 中 ,我 们 使 用 Y(L,K) =B LK"“( ,为 常数 ) 作 为 近 
( 称 为 : 柯 布 -道格拉斯 函数 ) 
(参见 第 201~203 页 ) 














全 : 在 物理 学 中 ， 当 理想 气体 的 压力 为 Pp， 体积 为 时 ， 其 温度 是 一 个 关于 PP 入 
的 函数 。 因 此 ， 我 们 可 以 将 其 写作 T(P，)， 于 是 ， 有 
T(P,V)=YPV (7 为 常数 )。 
这 个 式 子 被 称 为 “理想 气体 的 状态 方程 ”。 














| 
| 








想 一 想 ， 要 如 何 来 
研究 像 例 1~ 例 4 这 
样 的 复杂 的 二 元 函 


所 谓 二 元 一 次 函数 就 是 形 如 
z=/ 0%)=ax+by+tc 的 函数 
(qb,c 为 常数 )。 


那么 ， 思 考 一 下 要 如 何 

甬 出 这 些 画 数 的 图 形 呢 ? 

输入 的 是 两 个 变量 (XxX 和 Jy)， 输 
出 的 是 一 个 变量 (z)， 所 以 理 所 
当然 要 使 用 “三 维 坐 标 系 ”。 
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说 的 没 错 ! 可 是 现在 是 “二 元 函 
数 ” 了 ， 所 以 近似 一 次 函数 也 一 定 
是 “二 元 ”一 次 函数 。 


Zz 
ll 


就 是 像 
—» axrthbytc z=3x+2y+1 或 
z= -x+9y-2 


别 一 一 
把 x-y 平 面 
想象 成 地 面 ， 

Z 轴 想象 成 
柱子 就 可 以 了 。 




















P(2,3, 5) 


瞧 ! 坐标 为 (2，3，5) 的 点 P， 
在 图 中 就 是 在 “地 面 ”(2，3) 
的 地 方 所 立 起 的 高 为 5 的 木 棒 


欠 的 顶点 。 





三 必 全 | | 首先 ， 在 好 本 (1， 习 的 直上 主 起 一 个 为 
了 (1，2)=3X1+2X2+1=8 的 木 棒 。 同 样 ， 


画 出 二 元 一 痰 浮 数 
2 点 (4，3)' 处 图 形 的 高 度 就 是 了 (4，3)=3X 
=axtbytc? 4+2X3+1=19。 

N 























例如 ， 你 就 
试 着 画 一 下 
z=fC)) 
=3x+2y+1 
的 图 形 吧 。 





1. 其 实 应 该 写作 (4，3，0)， 不 过 为 了 便于 理解 先 写作 (4，3)。 
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同样 ， 在 1<x<4,1<y<4 
范围 内 的 

16 个 (cy) 点 处 
都 立 起 木 棒 ， 

就 是 这 个 图 。 


首先 ， 来 考虑 一 下 ， 
最 前 排 的 柱子 ， 
是 如 何 出 现 的 吧 。 


这 是 一 条 斜率 为 3 的 直 
线 ， 只 要 将 ?= 1 代入 ， 
z=f(x, ») 
=3x+2y+1, 
自然 就 会 得 到 
z=3x+2x+l， 


从 左边 起 高 度 依次 为 
f(1,1)=6, f(2,1)=9, 
JG,D=12, 1(4,D= 15。 


然后 ， 再 看 一 下 这 些 柱子 之 
后 邻近 的 柱子 的 高 度 吧 。 

高 度 为 1(1,2)=8,f/(2,2)= 11， 
fG,214, f(4,2)=17, 

可 以 看 出 仅仅 

比 前 一 排 

高 出 了 2。 


并 且 ， 再 下 一 排 中 的 柱子 的 高 度 
£01,3)=10, f(2,3)=13, 
f(3,3)=16, f(4,3)=19, 

仍然 比 前 一 排 中 的 柱子 高 出 2。 
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总 之 ， 这 些 柱子 从 纵向 看 去 ， 整体 看 来 ， 就 会 明白 ， 柱 子 
每 一 排 都 增高 2 个 单位 。 的 顶端 可 以 画作 平面 。 
把 以 上 内 容 总 结 一 下 


首先 ， 画 出 

Je =axthy 

( 设 常数 项 c 为 0)。 在 x 轴 上 方 的 (x, ) 的 图 形 , 就 
是 将 0 代入 J 后， 所 得 的 z = ax。 
这 是 一 条 经 过 原点 ， 针 率 为 a 的 
直线 OA。 


在 y 轴 上 方 的 ，f(x, y) 的 图 形 ， 就 
是 代入 x=0 后 ， 所 得 的 z=by。 这 
是 一 条 经 过 原点 ， 针 率 为 的 直 
线 OB。 


于 是 ，f(x, y) 的 图 形 就 会 变 成 将 
OA 和 OB 贴 上 布 后 册 紧 了 的 帐 御 
(平面 OACB)。 


x 


平行 四 边 形 OACB 的 点 C 就 是 图 形 在 地 面 (x, 处 上 方 
的 点 ， 高 度 恰 为 2=ax+by。 


接 下 来 ， 对 于 一 般 的 
z=g(x, 用 = ax+ 有 py+c 

的 图 形 ， 只 需 将 目前 的 图 形 
向 上 抬 起 c 个 单位 就 可 以 了 。 
它 就 是 一 个 经 过 原点 上 方 
(0, 0,c) 的 平面 。 
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还 有 些 工作 要 赶 时 做 完 ， 我 们 SS 人 
这 个 星期 日 再 碰 个 面 怎么 样 ? 讲 完 吧 1 补习 结 来 之 后 ， 
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这 所 学 校 几 年 前 
就 已 经 停办 了 。 







我 就 是 在 这 里 
学 习 的 数学 。 









































有 有? 
连 停办 的 学 校 
也 可 以 采访 吗 ? 


以 前 ， 这 里 是 一 个 非常 小 的 学 校 。 


即便 是 如 此 小 的 地 方 ， 也 有 世界 
一 流 的 授课 教师 。 












在 三 维 坐 标 系 中 ， 










二 元 函数 正好 可 以 以 这 块 草 席 人 
-avi || \ 来 做 平面 OACB…… 剩 下 些 苹 头 呢 ， 怎 
z=f(x,y) =3x+2y+1 来 做 平面 OACB; 


要 怎样 画 啊 ? 

















解决 六 个 问题 后 ; 
招 它 们 菜 着 吃 子 不 就 行 了 咱 。 


分 田 近 似 朗 老师 
多 么 好 的 老师 啊 ! 








最 后 的 内 容 吧 ! 
df 
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第 一 节 课 我 们 讲 
二 元 函数 的 微分 。 


我 们 已 经 学 过 了 二 元 一 
次 函数 ， 那 么 二 元 函数 
的 微分 仿照 一 元 函数 的 
微分 进行 就 可 以 了 。 


二 元 函数 的 图 形 是 一 个 

















时 间 表 





偏 微 分 





























呢 ， 无 论 看 成 哪个 都 好 ， 我 们 来 做 一 
下 ， 在 点 (a,b)( 也 就 是 x=a,y = b) 附 
送 ,JGx 月 的 “近似 二 元 一 次 函数 ” 吧 。 








在 点 (a,b) 处 ， 作 一 个 与 了 (a,b) 高 度 一 致 的 二 元 一 次 函数 。 将 它 记 为 
LOy)=p(r—a)tgby—b)+f (a,b). 
将 a 代入 x， 将 5b 代入 y 后 ， 


z=/(%)) 
就 可 以 得 到 z=1( 
Lab)=f(a,b). (Es 局 
一 次 函数 






f(a+e,b+6) 


Plate,b+6) 
TD (| 
Ala, b) Ns VE 


现在 ，z=_/(xwy) 的 图 形 和 z=ZL(xy) 的 图 形 ， 都 经 过 点 A(a,b) 上 方 同样 的 点 ， 
但 是 在 点 4 以 外 的 点 P(a+e,b+6 ), 两 者 的 高 度 自然 就 有 所 差异 了 。 这 个 误差 为 
f(a+te,b+6)-L(ate,b+6)= f(at+e,b+6)- f(a,b)-(pe+g6), 
将 它 同 4 到 P 的 距离 4P 做 比 ， 所 得 到 的 比值 的 多 少 ， 就 是 “误差 率 '”。 
误 闫 京 ;。 _(/ 和 L 的 差 ) 
(名 着 ) = 7p 向 的 中 次 
_ flate,b+6)-/f(a,b)-(pe+g6) © 
Ye 二 0 
其 中 ， 点 已 仅 限于 是 存在 于 点 4 的 附近 的 点 ， 就 是 说 只 有 同 /的 差 值 近似 于 0 
的 函数 L(xwy)， 才 能 看 作 是 “近似 一 次 函数 ”。 这 样 ， 我 们 只 要 求 出 p 和 9 就 可 
以 了 。p 就 是 直线 DE 的 斜率 ，g 就 是 直线 DF 的 斜率 。 
式 中 的 和 6 为 任意 实数 。 那 么 ， 我们 首先 令 6=0， 来 作 一 下 分 析 吧 。 式 @ 
可 以 变 为 如 下 形式 。 
3 Slate,b+0)-f(a,b)-(pe+gx0) 
(误差 率 ) = 
| 下 
flate,b) -f(a,b) 
ne 

















1. 误差 率 : Error Ratio。 
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因此 ， 当 “e 一 0” 时 ， 也 就 意味 着 “误差 率 一 0”， 也 就 是 


lim CE 二 关 


所 得 结果 就 是 DE 的 斜率 。 

此 时 ， 我 们 可 以 看 出 上 式 的 左边 与 “一 元 函数 微分 ”是 一 回 事 .也 就 是 说 ,将 5 代 
入 f(x,y) 中 的 y, 固定 之 后 , 得 到 的 “只 关于 x” 的 函数 (x, 对 于 这 个 函数 在 x=a 
处 求 微分 系数 的 计算 ， 就 如 同 式 @ 的 左边 一 样 。 

看 到 左边 进行 的 运算 是 微分 ， 就 不 假 思索 地 要 写作 "(a,b)， 可 是 ， 如 此 一 来 , 我 
们 也 不 知道 7 是 关于 x 和 ? 中 的 哪 一 个 进行 的 微分 。 

所 以 ,将 “把 ?固定 在 5 后 , 在 x=a 处 求 得 的 了 的 微分 系数 ” 记 为 /.(a,b)。 这 个 
被 称 为 “f/ 在 x 方向 的 偏 微分 系数 ”。 它 替代 了 一 元 函数 微分 中 的 “ 撤 号 ”。 


同 羡 这 种 书写 方法 相对 应 的 符号 ， 我 们 使 用 福 (e,b)。 
总 结 一 下 ， 我 们 得 到 如 下 结论 。 
“把 ;固定 在 5 后 ， 在 x=a 处 求 x 方向 的 偏 微分 系数 ” 


a of 
f(a,b) 记 on [emst| | | 


= DE 的 斜率 


完全 相同 的 道理 ， 我 们 也 可 以 得 到 一 下 结论 。 
“把 x 固定 在 a 后 ， 在 y=b 处 求 y 方 向 的 偏 微分 系数 ” 





a 和 
pw 剖 eol[ 吕 ] 
=DF 的 斜率 
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通过 以 上 讲解 ， 我 们 可 以 得 出 以 下 结论 。 
只 要 z= fey) 在 Qey) =(@,b) 的 附近 存在 近似 一 次 函数 ， 它 就 可 以 写成 如 下 形 
式 。 
z=f (0,b) -a)+p(la, bb-b)+f(a,b) 一 @ 


注 1 


或 写作 z= (a DGD+- GD 0D+f( dD) 
or 加 
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※ 注 1 

当 AP0 时 ,在 x 方向 和 y 方 向 上 ， 可 以 求 出 近似 一 次 函数 的 误差 率 为 0。 但 是 ， 对 于 这 
样 求 出 的 系数 f(a,5) 和 f,(a,b) 而 构造 的 函数 ， 当 AP 一 0 时 ， 是 否 在 “任意 方向 上 ”都 有 误 
差 率 一 0， 我 们 仍 不 清楚 。 尽 管 不 是 很 严 说， 我 们 还 是 再 尽力 求证 一 下 。 

在 x-y 平 面 (地 面 ) 上 , 以 原点 为 中 心 , 以 1 为 半径 的 圆 上 有 一 点 (c ,6 ). 于 是 有 c2 + B? = 1 
(也 可 以 写作 ac = cos 6、 有 = sin 6 )。 





求 一 下 点 (0，0) 到 点 (a, ) 方 向 上 的 微分 系数 。 在 这 个 
方向 上 ， 移 动 长 度 + 后 就 有 (a,b) 一 (a +at,b+ 80)。 
只 要 设 式 @ 中 的 e = wt 6 = B1， 就 有 FN 


f(atat,b+Bt) -f(a,b)- (pot+gBt) 
Ya?+ Bit? 
f(a+ ot,b+B1) -f(a, b) i 
"~ F pa-gB 


f(a+ Qt, b+B) -f(a,) 
和 a —@ (FV 1) 





(误差 率 三 


在 此 , 令 p= f(a,b), gq = f,(a,b)， 就 可 以 将 上 式 作 如 下 变形 。 


flatanb+B)-/f(a, b+B?) f(a,b+B)-f(ab) 
+ 
1 1 
-f(a, ba-f, (a, DB 





四 =- 


同时 ， 只 关于 x 的 函数 /(x,b+ B0) 中 ， 在 x= a 处 的 微分 为 
f(a,b+BD), 
所 以 ， 由 “一 元 函数 的 近似 一 次 函数 ”可 得 
flatanb+B) -f(a b+B) ~f(a,b+B) at. 
同 理 ， 对 于 y 来 说 有 





第 6 章 “从 多 个 因子 中 仅 取 其 一 即 为 偏 微 分 





f(a, b+B1)-f(a,b) ~ f(a,b) Br 
将 它们 代入 加 可 得 ， 
@~f(a,b+B)a+tp(a, DB-fi(a, ba-f(a, b)B 
=(f(a, b+B) -f(a, b)a 
只 要 + 非常 接近 0 的话 ， 就 会 有 f(a,b+ Bt) f(a,b) ~0， 
误差 率 =@~0， 所 以 ,这 就 表示 “无 论 在 哪个 方向 上 , 当 AP 一 0 时 ， 都 有 误差 率 一 0”。 


此 外 ， 对 于 f.(a,b+ 60 - f.(a,b) ~0(1~0) 而 言 ，/, 的 “连续 性 ”是 十 分 必要 的 。 如 果 


没有 连续 性 ，/, 和 /也 就 不 存在 ， 也 就 不 知道 所 有 方向 上 的 微分 系数 是 否 都 存在 。 不 过 ， 这 类 
函数 属于 特殊 函数 ， 在 本 书 中 不 作 介绍 。 








[计算 实例 ] 
求 例 1 中 的 函数 MwD=w -492 ， 在 (vt)=(100,5) 处 的 偏 微分 系数 。 
在 v 方 向 对 h(w,5)=5v-122.5 进 行 微分 ， 则 


Ds 所 以 


(00 5)=h, (100, 5)=5 
i , 5) =h, (100, 5) = 


在 1 方向 对 
h(100,1) =1001 -4.9r 进行 微分 ， 则 


Oh 
— (100, }) = 100— 9.8: 
8 





J Oh 
所 以 ， Br 0,5)=h (100, $= 100—9.8x5=51 


近似 一 次 函数 为 L(x,y)=5(v-100)+51(t 一 5)-377.5 


i 
般 地 ， Wm 


因此 ， 对 于 在 (vw,w) 附近 的 (v,t)， 有 
h(v,t) pr Vo) + (vo —9.810 Nt —10) + h(vo,to) 
再 接着 做 一 下 例 2 吧 。 
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Jo 人 = 
十 了 
地 -< ly 
ox (e+ 
of 100 (x+y)—100yx1 100x 
=f= 3 品 
By (r+) (+) 


因此 ， 对 于 在 (a,b) 附 近 的 (x,y)， 有 


100b 100a 100b 
1 -q+ 去 吕 各 
返 人 (a+b) (e+ 中 GD a+b 

















函数 z= f(x,y)， 在 某 个 邻 域内 的 所 有 点 (x, y) 都 可 以 关于 x 进行 偏 微分 时 ， 在 点 
(wx; 力 处 ， 关 于 x 的 偏 微分 系数 f(x,y) 所 对 应 的 函数 

[6390 me AGY) 
被 称 为 2= f(x,y) 关 于 x 的 偏 导数 '。 
可 以 用 以 下 方式 表示 ， 


/fi 六 ,这 等。 


同样 地 ， 在 这 个 邻 城内 的 所 有 点 Ge, 都 可 以 关于 》 进行 偏 微 分 时 ， 所 对 应 的 
GD) = fl 

被 称 为 z= f(x,y) 关 于 yy 的 偏 导 数 。 

可 以 用 以 下 方式 表示 ， 
六 5 六 让 等 这 

求 偏 导 数 的 过 程 叫做 偏 微 分 。 


1. 偏 导数 ，Partial Derivatives。 
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由 z= /f(x,y) 在 (x, =(a, 已 处 的 近似 一 次 函数 可 知 
SEVERAL (0b) -a +h (a,b) -b+f(a, b). 
可 以 将 它 改写 为 : 


of o 
f(y) -f(a, 人 x D(x-a+ Ee b)(y-Db) —@©@ 


J 了 (x,y) 一 了 (a,b) 就 意味 着 , 当 点 由 (a, 向 (x, y) 变 化 时 ,高度 z(=.f(x,y) ) 的 增 量 ， 
效仿 一 元 函数 的 情况 写作 Az 。 另 外 ，x 一 a 为 Ax，yb 为 Ay。 
此 时 ， 式 @ 可 以 写作 


bE oz i 
ee Bm +t Ay 一 一 Ge, 基 5 时 ， 这 个 式 子 意味 着 : 
“对 于 函数 z= f(x,y), 当 x 由 a 增加 了 Ax、y 由 45 增加 了 Ay 后 ，z 就 相应 增加 了 

| 剖 ，， 

ty 


全 A 表示 固定 在 5 时 x 方向 上 的 增 量 ” 


表示 “x 固定 在 a 时 y 方 向 上 的 增 量 ”。 






说 明 “z(= f(x,y) ) 的 增 量 可 以 分 解 为 x 方向 
上 的 增 量 与 ?方向 上 的 增 量 之 和 ”。 
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将 这 个 式 @ 作 理想 化 (瞬时 化 ) 处 理 ， 得 


a dx+ & dy 一 一 @ 
Er By 
或 者 
df=fdxr+fdy —@ 
(A 换 作 d) 


@ 或 @ 被 称 为 “全 微分 公式 ”。 


| 这 一 过 程 用 语言 描述 就 是 





(曲面 高 度 的 增 量 )= (x 方向 上 的 微分 系数 ) X (x 方 向 上 的 增 量 ) 
+(J 方 向 上 的 微分 系数 ) x (? 方 向 上 的 增 量 ) 。 
试 着 求 一 下 “ 例 4” 中 的 全 微分 式 吧 。 
进行 适当 的 单位 变换 后 ， 状 态 方程 就 可 以 写作 T=PV。 
0 


ap oP a 


因此 ， 全 微分 式 写 作 d7 =VdP+ Pd 。 
若 写 回 成 近似 公式 就 是 ATss VAP + PAV。 






这 就 意味 着 理想 气体 的 温度 的 增 量 ， 可 以 通过 “体积 x 
(压力 的 增 量 )+ 压 力 x (体积 的 增 量 ) ” 来 进行 计算 。 














1. 全 微分 ，Total Difieretial 
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葡 寸 川 溃 





















把 某 个 山 看 作 二 元 函数 ， 
出 的 顶峰 吉 是 极 大 点 。 
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对 于 二 次 函数 (x,y) 来 说 ， 所 谓 极 值 ， 就 如 同 是 图 形 处 于 山 的 顶峰 或 谷底 时 。 


z Pp 极 大 z 





此 时 ， 在 P 点 或 Q 点 处 所 接触 的 平面 是 一 个 与 平面 x-y 平行 的 平面 ， 则 对 于 近似 


一 次 函数 /Gy) 一 p(x 一 0)+q0y -b+ 了 (0sb) 来 说 ， 应 该 有 p=g=0。 


由 于 ,其 中 p= 和 (及 ，9= 站 人 记 ， 所 以 模 人 条件” 为， 


若 函 数 7j(x, 刀 在 (=(a,b) 处 取 极 值 ， 则 有 
f(a,b)=f,(a,b)=0, 
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※ 注 1 这 个 条 件 反 过 来 是 不 成 立 的 。 也 就 是 说 , 由 f(a,b) = f,(a,5) = 0， 并 不 能 说 明 在 
(xe,y)=(as b) 处 /取得 极 值 。 所 以 说 ， 满 足 这 个 条 件 的 只 不 过 是 “ 极 值 的 候选 人 ”。 
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在 二 元 函数 的 极 值 点 处 , 在 x 和 y 
两 个 方向 上 的 偏 微分 系数 都 是 0。 





试 求 出 了 (x,y)=(x-y+(y-2)* 的 极 小 值 。 先 来 说 一 下 以 往 的 解答 。 
x- 地 宝 0，(y -2 之 0, 所 以 
/0D=-+0 -2)>0。 
将 :=y=2 代 入 上 式 , 得 
f0,2)=(2-27+(2-27=0, 
由 此 可 知 ,对 于 任意 的 (x,y) 都 有 f(x,y) 宇 1(2,2)。 也 就 是 说 , 当 (x,y)=(2,2) 时 , f(x,y) 
取 极 小 值 0。 


同时 ， -六 2 
Ar 


2D CD + -Dt 


-= -3 -0， 所 以 可 以 得 出 
ax B 


人 


由 于 


-2r+4y-4=0 
解 这 个 联 立 后 的 方程 组 ， 的 确 可 以 得 出 (x,y) =(2,2) 。 
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实际 上 ， 此 人 原本 是 名 经 | 。 那 究竟 要 
济 学 家 。 在 1927 年 就 已 经 八 ”如 何 分 配 呢 ? 
在 思考 按照 资本 和 劳动 分 

配 国民 收入 的 问题 。 












在 美国 伊利 诺 伊 州 所 选举 出 的 上 院 
议员 中 ， 有 一 位 名 叫 保罗 * 道 格拉 
斯 的 人 ， 他 于 1949 年 至 1966 年 担任 
议员 。 






























































国民 生产 总 值 (GDP) 表 
示 一 年 之 中 ， 国 内 所 生 
产 产 品 的 重 ， 将 它 分 配 
给 国民 的 途径 大 致 可 分 
为 两 种 。 








第 1 种 途径 是 作为 劳动 的 第 2 种 途径 是 作为 资本 分 红 
支付 给 机 械 设备 等 资本 的 所 
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根据 道格拉斯 志 ! 如 此 稳定 的 分 配 比 





对 美国 的 调查 ， = -二 三 于 | 目 。 半 ， 还 真是 件 怪事 。 要 
这 一 分 配 比 率 | 知道 经 济 形势 每 时 每 刘 
在 大 约 40 年 间 4 都 在 变化 啊 。 

大 体 是 一 定 的 。 


国民 生产 总 值 中 大 约 
有 七 成 作为 劳动 的 薪 
金 ， 三 成 作为 给 资本 
所 有 者 的 分 红 。 























所 以 就 很 想 知 道 

产生 如 此 结果 的 

生产 函数 /(L, KK) 

是 怎样 的 函数 ? 
苦恼 的 道格拉斯 又 向 数学 家 
查尔斯 * 柯 布 提出 疑问 。 


于 是 ， 就 发 现 了 那个 很 有 名 的 
“ 柯 布 -道格拉斯 ”函数 。 


柯 布 -道格拉斯 型 函数 


{(LK=BL 


之 前 讲 的 都 可 以 应 用 。 
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首先 ， 设 每 1 个 单位 的 劳动 量 所 对 应 的 薪金 为 w， 为 每 1 个 单位 的 资本 所 对 应 的 
资本 分 红 为 r。 现 在 ， 把 国家 当 作 一 个 企业 来 考虑 ， 如 果 生 产 函 数 是 (L,K ) 的 话 ， 
利润 林 就 是 

=/(L,K)-wL-rK. 


企业 会 选择 能 够 使 这 个 利润 达到 最 大 的 劳动 力 工 和 资本 量 K， 由 极 值 条 件 可 知 








有 下 式 成 立 ， 
37 _90n - 
a oak ~ 
-60 af _ ow) ao0_af_ 性 
a a a a a "a 外 
on _d _ aw) ac _o of 
0= 号 = 二 Se 
KR KR KR KR KR So —® 
也 就 是 说 ， 


(报酬 )=( 生 产 函数 关于 工 的 偏 微 分 ) 
(给 资本 的 分 红 )=( 生 产 函 数 关 于 天 的 偏 微分 ) 
此 外 , 国民 通过 劳动 所 获得 的 报酬 为 (薪金 )X( 劳 动量 )= wL。 它 占 所 生产 产品 的 七 


成 ， 即 
wL=07/(LK) -一 @ 
同样 地 ， 对 于 资本 所 用 者 所 获得 的 报酬 来 说 ， 也 应 该 是 
rK=03/(LK) -一 @ 
由 和 @ 可 知 ， 
es 
BL *L= 0 K) 加 
由 @ 和 @ 可 知 ， 
xK=0.3/(L, K) = 
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数学 家 柯 布 解 出 了 它们 成 立 的 /(L,K)。 柯 布 所 找到 的 函数 就 是 
f(L,K)=BIOK® 
(6 是 一 个 正 的 参数 ， 它 表示 技术 水 平 ) 
是 否 真 的 是 这 样 呢 ? 我 们 来 验证 一 下 吧 ! 
Ko3 
Ys EK xL=07BL SK® xL 
a 
=0.7BL"K® 
=0.7(L, K) 


Ik 
CD 
aK ok 


xK=03BL"K" "xK! 


=038LoKo 


=0.3f(L,K) 








正 是 偏 微 分 才 使 得 隐藏 在 国 
家 大 规模 经 济 中 的 难以 想象 
的 规则 显现 出 来 。 





那么 ， 现 有 的 生活 、 
富 补 水平、 它们 的 背 
后 也 都 能 找到 偏 微分 
















(7 
| 我 们 之 前 已 经 学 过 一 元 复合 函数 ( 见 第 14 页 )。 
| p=/(0),2=8 (7),2=8(/00),(g(f0))' =g' (fC) '0) 


在 此 ， 我 们 先 来 讲 一 下 多 元 函数 的 复合 函数 
的 偏 微分 公式 (锁链 法 则 ) 。 


z 是 一 个 关于 x 和 ?的 二 元 函数 ， 记 为 z =(x，y)，x 和 了 分 别 是 上 的 一 元 函数 ， 
分 别 用 x = a(1) 、y = 5(1) 表示 。 此 时 , z 如 下 图 所 示 , 能 够 表示 为 只 关于 1 的 函数 。 


Ho lL, | 
| | ee 
| a 


写成 式 子 的 话 ， 就 是 
z= /f(x,y)= /f(a(n),b(t)) 


此 时 ， 星 会 是 什么 样 的 呢 ? 


| 当 != 加 时 , 有 au) = mop) = ,7Cxo,Dm)= Fa(o),bdo)) = aa， 同 之 前 一 样 , 我 们 只 
考虑 离 fxo,u,a 非 常 近 的 区 域 。 


z-2a 一 ax(- 问 一 0 
近似 
只 要 求 出 上 式 中 的 a， 它 就 是 学 () 的 值 ， 
首先 ， 对 函数 x = a(f) 进行 微分 ， 得 


da 
A (1) (1-0) 2 











1. 锁链 法 则 : Chain Rule。 
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PE ET 


同样 地 ， 对 y=6(1) 进行 微分 ,得 
一 业 (DG 
~ 和 十 ho) 人 
接 下 来 ， 由 二 元 函数 /(x 的 全 微分 公式 ， 可 知 
0 
0 


将 @@ 和 @ 代 入 @， 得 





(D+ 六 G60 半 (W(-D 
近似 全 By 


o of 


站 w 罗 全 (+ 信 Ge 吉 千 鸭 (一 可 
将 D 和 @@ 进 行 比较 ， 得 


i Ee e+ 下 oo 加 到 


人 
就 得 到 我 们 想 要 的 了 ， 于 是 就 能 够 得 出 接 下 来 的 公式 。 





当 


z= xy) x=a(0)， y=b(t) 时 , 


二 六, 矿 的 
| dx 


ax di oy d 
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关 社 长 ， 这 回 请 让 我 来 
给 你 上 一 室 课 吧 。 


那么 ， 关 社 长 ， 就 请 考 处 一 
下 ， 用 我 们 目前 所 学 过 的 多 


像 这 样 ， 一 个 企业 的 生产 活 
动 ， 不 是 通过 市 场 对 其 他 行 
业 所 造成 的 影响 称 为 “外 部 
性 '”。 特 别 地 ， 将 那些 有 
公害 的 恶性 的 外 部 性 称 为 
“外 部 不 经 济 2”。 4 


1 外 部 性 ，Extemalitgy。 
2. 外 部 不 经 济 ，Extemal Diseconomics。 
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现 如 今 ， 工 厂 在 生产 商品 的 同 
时 ， 其 废弃 物 污染 海水 ， 前 减 
撒 鱼 重 的 事件 时 有 发 生 。 


现在 ， 设 工厂 所 底 用 的 劳动 力 数 量 
为 x， 所 生产 的 商品 量 为 1(x)。 与 此 
同时 ， 向 海洋 中 排放 的 废弃 物 的 量 
为 b=b( f(x)。 


对 于 渔业 来 说 ， 捕 鱼 重 
所 受到 的 影响 就 是 











将 捕 鱼 量 看 作 是 劳动 力 数量 》 和 污染 物 5 的 二 元 函数 ， 将 其 设 为 (已 (其 中 ， 
随 着 ;的 增加 ， 捕 鱼 量 g(y,5) 会 有 所 减少 ， 就 是 说 ， 到 是 负 值 )。 | 


8( 儿 6b) 又 可 以 写成 g(y,b( 了 (x)))， 它 包含 变量 x， 然 而 工厂 的 生产 并 不 是 通过 市 
场 而 对 渔业 造成 的 影响 。 可 以 看 出 ， 这 就 是 外 部 性 。 

首先 ， 在 工厂 和 渔业 都 只 考虑 其 自身 利益 ( 利 已 行为 ) 的 情况 下 ， 会 得 出 怎样 的 结 
论 呢 ? 设 工厂 和 渔业 的 薪金 都 为 w， 工 厂商 品 的 价格 为 p， 鱼 的 价格 为 g。 则 工厂 的 


利润 II, 就 是 
IILCo = Pr(O-wx 二 二 
因此 ， 工 厂 是 要 将 这 一 利润 达到 最 大 。 极 值 条 件 为 
Dy Ww 一 @ 


我 们 将 满足 这 一 条 件 的 x 记 为 x*。 也 就 是 


pf' (x)=w 一 @ 
这 个 x* 是 工厂 所 雇用 的 劳动 力 的 数量 ， 则 商品 的 产量 为 /(x*)， 废弃 物 的 量 为 
b* =b(f(x*)) 
接 下 来 ， 渔 业 的 利润 工 [为 
ITT,=480%,b)-w 
然而 ， 其 中 的 工厂 所 排出 的 废弃 物 的 量 已 由 b*=b(f(x*)) 事 先决 定 ， 所 以 
IL,=g8(%,5*) -wy = 六 | 


实际 上 是 一 个 关于 ? 的 一 元 函数 。 为 了 使 IJ 达到 最 大 ， 只 需 对 》 使 用 二 元 函数 的 
极 值 条 件 即 可 。 


9 -部 o p) w=00 gy, bm)= 
oy gy WA )=w 一 @ 


因此 ， 所 投入 的 最 佳 劳动 力 数量 y* 满 足下 式 : 


gn Es 
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WE 


在 这 个 模型 中 ， 工 厂 和 渔业 都 进行 自由 经 济 活动 ， 此 时 两 者 的 生产 量 是 由 满足 ， 
p=w 一 @ 
br=b(f C0), 0% b= 一 @ 

的 *、 洲 进一步 得 出 的 ， 工 厂 所 生产 的 商品 的 量 为 /(x*)， 捕 色 量 为 g(y*,b*)。 








如 果 我 们 只 关注 工厂 和 渔业 这 两 个 行业 的 话 ， 就 应 该 使 
两 者 的 利益 之 和 (如 下 式 ) 达 到 最 大 。 
Ts=pf (x)+q9g9(y,b(f 0)) -wx-wy 











第 1 偏 微分 为 : 
oll. 


og(»,b(f0) _ 
Ox 


a =p/ +g 


= +q BE ,bb SON-w 


《这 里 我 们 使 用 了 锁链 法 则 ) 
所 以 ， 
ooprg yo Cao- — 0 
Ox ob 


那么 ， 关 社 长 .对 于 “全 社会 ”来 说 , 怎样 侯 才 是 最 好 ] | 
的 呢 ? 
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广 一 








同样 ， 有 
0 —@ 


所 以 ， 此 时 的 最 佳 劳动 力 投入 量 工厂 为 x**， 渔 业 为 y+* 的 话 ， 就 会 满足 下 面 
的 式 子 : 


p+ a BE yer, Mf) 5 SG) | f'n) =w = 
“Ee Ont, bf) =w < 
虽然 形式 很 复杂 ， 但 说 到 底 也 不 过 是 联 立 之 后 二 元 方程 组 的 解 而 已。 


同 刚刚 “利己 行为 ”的 方程 式 @@ 相 比 ,可 以 看 出 @ 和 @ 相 同 ， 但 @ 和 @ 是 不 
同 的 。 那 么 究竟 有 什么 不 同 呢 ? 


PXf ee =w | 一 @ 
i = 
其 中 多 出 了 9 的 部 分 。 
由 于 (v=4 和 pCJGe**)) 为 负 值 ， 所 以 p+ 比 p 小 

1 为 负 值 


于 是 ， 相 乘 以 后 同样 也 是 等 于 w， 如 此 一 来 ， 了 "(x**) 一 定 比 f(x*) 大 。 


上 述 中 的 f(%) 
通常 都 是 这 样 的 




















为 了 全 社会 的 利益 ， 工 厂 劳 
动力 的 量 应 当 由 只 顾 自己 利 
益 时 的 x 减 少 到 x。 


但 是 ， 有 什么 好 办 法 能 


本 来 ， 在 表示 利 已 行为 的 需 


求 曲线 和 供给 曲线 的 交点 处 ， 
社会 利益 便 已 达到 最 大 。 


但 是 ， 如 这 个 例子 一 样 ， 存 
在 公害 等 外 部 不 经 济 时 情况 








使 工厂 主动 地 将 生产 由 

















区 减少 到 x" 吗 ? 2 


通过 国家 命令 
来 使 之 减少 的 话 ， 
那 是 计划 经 济 。 


























在 工厂 生产 时 ， 
征收 一 定 比例 
的 税金 。 
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就 不 再 是 那样 了 。 





请 参见 105 页 


















































除 此 以 外 的 好 办 法 
就 是 征收 税金 了 。 












































































































































对 于 全 球 变 蚂 问 题 ， 也 有 人 
主张 针对 二 氧化 碳 的 排放 征 
收 碳 税 。 














于 是 只 顾 自己 利益 时 的 利润 
就 变 成 如 下 形式 。 















对 于 目前 的 情况 ， 对 
每 1 单位 工厂 的 商品 征 


收 (一 W) 的 税金。 TILoo=pfao-wx-(Cefo) 一 





将 其 最 大 化 的 
极 值 条 件 为 





( =-4 欠 be) 


这 是 一 个 正 的 常数 


名 = =pfey-wr fo p+)fe =w—® 





由 于 四 和 人 两 个 方程 式 相同 ， 所 
以 此 时 工厂 的 产量 也 会 使 社会 利 
益 达到 最 大 。 


一 般 的 税 (所 得 税 、 消 费 税 关 社 长 ， 
等 ) 都 是 为 了 公共 投资 而 环境 税 是 通过 征 税 你 理解 了 吗 ? 


来 管理 经 济 社 会 ， 从 


而 保持 良好 的 环境 。 

















































































































































































































































































































SN 
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这 下 ， 要 搬 的 东西 
大 致 都 收拾 好 了 。 




































































随后 就 通知 了 在 我 印象 中 ， 好 像 
被 调 往 的 地 方 。 没有 冲绳 分 社 ， 


at 
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和 





阳 画 数 的 导 范 数 

对 于 二 元 函数 (x,y) ， 所 有 令 函 数值 为 定 值 c 的 点 (, 就 构成 了 /f(x,y)=c 的 
| 图形。 仅 取出 它 的 图 形 的 一 部 分 ， 也 就 是 解 出 形 如 = Ma) 一 元 函数 时 ， 我 们 将 其 称 
为 “ 隐 函 数 "。 隐 函数 y= Hb， 其 定义 域内 的 全 体 x 都 满足 jx io)=e。 此 时 ， 我 们 
来 试 求 一 下 1 的 导 函 数 。 

设 z= f(x,y)， 由 全 微分 公式 可 知 ，dz = f.dx+f,dy。 就 算 点 (x, y) 在 f(x,y)=e 
的 图 像 上 移动 的 话 ,函数 fx 的 值 也 不 会 发 生变 化 , z 的 增 量 始 终 为 0, 即 dz = 0。 
由 全 微分 公式 可 知 , 0= fdx+ /dy ， 假 设 /#0， 则 可 以 将 其 变形 为 氏 =- 朱 ， 式 子 


了 了 


的 左边 是 ， 图 像 上 的 点 的 了 增 量 除 以 x 增 量 的 理想 状态 下 的 式 子 ， 它 恰好 表示 的 是 微 
分 系数 。 因 此 ， 有 
大 


姑 (CD=- 笃 


由 
全 和 于 /Gy)= 训 + 来 说 ,f(x)= 记 就 是 以 原点 为 中 心 、 半 径 为 -的 加 ,此 时 ,在 满足 
| 中 二 挛 的 点 (c, 功 附 近 ， 就 能 够 解 出 f(x,y)= 避 + 六 =7 的 隐 函 数 是 y=h) = WE 到 ， 
或 者 y= MD = - Yr 一 避 。 此 时 ， 它 的 导 函 数 由 公式 便 可 得 到 。 

天 


NO9=- 正 =- 
(9 人 


"e000 


1 已 知 f(x,)= 邓 +2xy+3y*， 求 /和 f,。 





| 
| 
| 2. 在 重力 加 速度 为 g 的 情况 下 ， 长 度 为 工 的 钟 摆 的 周期 7 为 : r= 
| 


(已 知 : 重力 加 速度 g 随 着 距离 地 面 高 度 的 变化 而 变化 ) 
| (D 写 出 了 的 全 微分 式 。 

(2) 车 工 加 长 百 分 之 一 ，g 减 小 百 分 之 二 ， 那 么 了 将 会 增 大 百 分 之 几 ? 
3. 使 用 锁链 法 则 试 求 出 /(x,y) =c 的 隐 函 数 h(x) 的 微分 公式 。 
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遇 ! 
无 论 来 到 哪里 
都 要 努力 ! 
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我 也 是 刚刚 才 从 | RW 
机 场 到 这 里 来 的 。 
















































































老奶奶 ， 您 知道 这 个 报 
社 的 负责 人 是 谁 吗 ? 
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还 是 想 在 温暖 的 地 方 
多 待 一 年 ， 让 我 再 慢 问 
慢 地 考虑 一 些 享 情 。 

















就 是 为 了 传达 一 些 无 法 
用 语言 表达 的 事情 





引 间 小 姐 ， 
你 看 那 边 ， 


把 那个 水 平 线 
和 唉 1? 今天 晚上 吃 什么 ? 


猪 软 骨 荞 麦 面 


2 怎么 样 只 ? 
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练习 问题 的 答案 及 讲解 








昌 将 y= 斌 (x -32) 代 和 人 z=7y -30, 得 2= 守 (x -32) -30 


1. (1) /(5) =&(5) =50 (2) f°(5) =8 


,flate) -f(a) , (a+te)’-a’ , 3ae+t3aete’ 
» lim lim =lim -= 
bat s 





0 se 0 四 


=lim(3a? +3ae+er) =3@ 
因此 , 六 (x) 的 导 函 数 为 , 六 (xz) =3x 
EE 


1. f(x)=- 


| [cM 
[i 
2. f'(x) =3x -12=3(x-2)(x+2) 

车 x< -2 则 f"(x) >0; 车 -2<x<2, 则 f'(x) <0; 若 x >2， 

则 (xz) >0。 所 以 ,x = -2 时 取 极 大 值 ，f ( -2) =16,x =2 时 取 极 小 值 / (2) =16 
3. (1) 将 f(x) =(1 -x)? 看 作 是 由 g(x) =x 和 hx) =1 -x 复合 而 成 的 g(h(x)), 所 以 

f'(x) =g' (h(x)) u(x) =3(1 -x)"( -1) = -3(1-z) 
(2) 对 g(x) =x*(1 -x)? 进行 微分 g'(x) =(x*) (1-z) +x*((1 -x)?)" 
=2x(1 -x)? +x°( -3(1 -x)’) =x(1 -x)"(2(1-x) -3x) 





=x(1-x)"(2-5x) 


108 


2 2 
因此 ,在 x= 忆 处 取 最 大 值 / (了 ) =3125 





1. (1) frax=3 -1 =26 
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2)7, 2 1 EA 
(G3) xtra) dt |x-(1+e)dr= | 2xdx=5 0 =25 


2 (1) y=/(x) =* -3x 的 图 像 和 x 轴 所 图 成 的 面积 = 太志 -3xdx 


9 
(2) -人 -3xdr = -Go + -07) = 了 | 


1. (1) (tan x)'= ( 





sinx )- 重 x) ‘cos x —sin x(cos x)’ 
Cosx cos* x | 


cos’ x+sinx 1 | 
cos’ x os 3 


(2) 由 于 (tan x)'= 一 一 , 则 
i 


#1 区 
上 rn tn 0=1 


2. 根据 "(x) = (xz)'e +x(e*)'=e*+xe” =(1+x)e', 可 得 


最 小 值 为 /(-1) = -二 


3. 设 /(x) =x?,g(x) =In x, 再 进行 分 部 积分 。 


[nxde+t [Fn x) dr=e Ine-lnl 





因此 [2x Inxdx+ 「 dr=e 


， g 1 
[mre -人 ure=-Te-Drecdet 
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1. 对 于 f(x) =e- ,有 (xz) = -eT f(x) =e 
(x) = -e 5… 因 此 


二 
fl -sta + 


2. 对 f(x) = (cos x)”， 进行 微分 f"(x) =(cos x) -sin x， 
f(x) =2(cos x) -3(sin x)* + (cos x) cos x 
=2(cos x) -3(sin x)2+(cosx) 
即 /(0) =1, f'(0) =0, 7 (0) =1, 
因此 ,二 次 近似 函数 为 /(x) =1 + 过 
3. 完全 按照 漫画 中 的 过 程 去 做 就 可 以 了 。 就 是 说 ,依次 微分 后 再 代 人 x =a 就 可 以 了 。 


第 6 章 


1. 对 于 f(x,y) = 妇 +2xy+37 来 说 ,有 矿 =2x+27 和 万 =2xr+6y 


2. 7=2r 、 克 -arg 二 的 人 全 分 为 


| 各 pe 

| rn 
ag a 

因此 ,AT~ -ng tLiAg+ng tL AL 

此 处 ,我 们 代入 Ag = -0. 02g、AL =0.01L 


总 EY 区 时 了 
AT ~0.02rg “IL’g+0.01rg *L *L=0.03rg °L’ =0.0. 0.07 


3. /(x,y) =e 的 隐 函 数 是 y=h(x) ,在 x 附近 有 f(x,h(x)) =c 
所 以 ,在 这 个 范围 内 左边 为 常数 函数 ,由 此 可 知 


时 -0 根据 锁链 法 则 ,得 灶 = 太 +AN(z) =0 
所 以 (x) = 二 


了 
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本 书 中 所 涉及 的 主要 公式 、 定 理 及 函数 





图 一 次 方程 式 〈 一 次 函数 ) 





经 过 点 (a,b)， 且 斜率 为 m 的 直线 的 方程 式 
y=m(x-a)+b 


人 例 分 系数 和 的 微分 
7 -四 全 = HoD ta) 1 PC +e (9 
0 导 可 数 人 积 的 微分 
10D <lim te A Ve ) =f (g(x) +/()e'(x) 
其 他 的 导 函 数 符号 O 商 的 向 分 
dy df gl Y e's) -el (x) 
ddd {es] VP 
人 常数 倍 0O 复合 国 数 
laf(0) 1 an la 00) =g' V0) (x) 
0 需 国 数 的 导 醒 数 0 反 国 数 的 全 分 
fx} =nx"™" 当 y=f(x),x=g(y) 时 
YD 
8'(y) -Fa 


人 极 值 
车 y=/(x) 在 x=a 处 取 极 大 值 或 极 小 值 , 则 f(a) =0 
车 /"(a) >0 则 在 x=a 附近 y=/(x) 呈 递增 趋势 
车 /"(a) <0 则 在 x=a 附近 y=f(x) 呈 递减 趋势 
人 心平 均值 定理 
对 于 a,b(a <b) ,存在 满足 a<#<b, 则 
f(b) =f" (0) (b-a) +f(a) 
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图 常用 函数 的 微分 


OO 三 角 函 数 

{eosb| "= -sin 9, {sing} ’= -cos 0 
< 指数 函数 CO 对 数 函 数 

{el'=e i 

x 

图 积 分 
人 定 积 分 人 定 积分 区 间 的 接续 

当 P'(x) =f(x) 时 [ax+ [roodr= [f(x)dx 


f(x)dx=F(b) -F(a) 

〇 定 积分 的 和 

, ; 5 

| VCo +eCoOldz= [ /Ce)dr+ | ex)dx 
人 定 积分 的 常数 倍 

[efx =a /x)dx 


〇 换 元 积分 
当 x=g(y) ,b=8(B),a=g(a) 时 


[reodz= [reo))eondy 
O 分 部 积分 
[reogCodr+ [7rGog(odr=7(ODg(D -f(a lo) 
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画 泰勒 展开 
当 /(x) 在 x=a 附近 进行 泰勒 展开 时 
f°) =1(o) +4) eo) tM) (ea) 
eo) + 1) 0)" + 


OO 几 种 常用 函数 的 泰勒 展开 





a A 
sin X=x -Tx +ax + +( -1)" 





O 偏 微分 〇 全 微分 
of _, fx+h,y) -f(x,y) dz, 8 
ES ty 
of im Cy +h) f(xy) 
dy 0 k 


作 锁链 法 则 (Chain rule) 
当 z =f(x,y), x=a(t), y=6(1) 时 , 
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微 积分 合唱 曲 一 一 三 角 函 数 版 一 一 





难以 了 解 的 道理 也 能 用 sin， cos 在 圆 图 。 sin 的 微分 cos 的 积分 sin cos 在 圆圈 
合唱 稍微 理解 微 积分 ~ 中 微 积分 ~ 是 cos~ 是 sn~ 中 用 微 积分 互 换 ~ 











(0-3662.0104) 

责任 编辑 : 王 ” 炜 赵 丽 艳 
责任 制作 : 董 立 颖 魏 说 
封面 制作 国 【 吕 革 2】 


用 漫画 这 种 形式 讲 数学 、 物 理 和 统计 学 ， 十 分 有 利于 在 广大 青少年 中 普及 科学 知识 。 
周 思 来、 节 颖 起 秘书 ， 用 思 来 邓颖超 纪 念 馆 顾问 纪 人 
中 日 友好 协会 理事 ， 《数理 天 地 》 顾问 ， 全 国政 协 原 副 秘书 长 
用 漫画 和 说 故事 的 形式 讲 数学 ， 使 面貌 冷峻 的 数学 变 得 亲切 、 生 动 、 有 趣 ， 使 学 习 数 学 变 得 容 
易 ， 这 对 于 提高 全 民 的 数学 水 平 无 疑 是 功德 无 量 的 事 。 
《数理 天 地 》 杂志 社 社 长 总 编 
pep 
用 漫画 的 形式 ， 讲 解 日 常生 活 中 的 数学 、 物 理 知识 ， 更 能 让 大 家 感受 到 数学 典 堂 的 奥妙 与 乐趣 。 
《光明 日 报 》 原 副 直 编辑 订 
中 华 天 黄 文 化 研究 会 常务 副 会 长 吕 谋 
科学 漫画 是 帮助 学 习 文科 的 人 们 用 形象 思维 的 方式 掌握 自然 科学 的 金 钥匙。 
申 国人 民 大 学 外 语 学 院 日 语 专业 主任 ， 9 
大 学 语 术 学 完全 会 攻 了 1 引 社 
在 日 本 留学 的 时 候 ， 我 在 电车 上 几乎 每 次 都 能 看 到 很 多 年 轻 的 白领 看 这 套图 书 ， 经 济 实惠 、 图 文 
并 茂 、 浅 显 易 懂 ， 相 信 这 套图 书 的 中 文 版 也 一 定 会 成 为 白领 们 的 手中 爱 物 。 
类 理工 大 学 与 动力 学 院 社 十 纪要 扩 疏 5 


我 非常 希望 能 够 在 书店 里 看 到 这 样 的 书 ， 有 人 物 形象 、 有 卡通 图 、 有 故事 情节 ， 当 然 最 重要 的 还 有 
深厚 的 理工 科 底蕴 。 我 想 这 样 的 书 一 定 可 以 大 大 提升 孩子 们 的 学 习 兴趣 ， 降 低 他 们 对 于 高 深 的 理工 科 知识 


的 恐惧 感 。 
北京 启明 星 培训 学 校 校长 et 


书 中 的 数学 知识 浅显 实用 ， 漫 画 故事 的 形式 使 知识 贴近 生活 ， 概 念 更 容易 理解 。 
二 于 大 学 数学 科学 陆 二 上 从 大 
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